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O pti c s of li g ht s o u r c e s m o vi n g i n r ef r a cti v e m e di a

N o bel  L e ct u r e,  D e c e m b e r  1 1,  1 9 5 8

Pe c uli arities  of  r a di ati o n  i n  a  me di u m

F o r a n u m b e r of y e a r s t h e V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct a p p e a r e d a s b ut a p e c ul-

i a r o pti c al p h e n o m e n o n diffi c ult t o o b s e r v e. Li g ht e mi s si o n w a s i n d u c e d b y

u si n g  r a di o a cti v e  p r e p a r ati o n s  a n d  t h e gl o w  w a s  o b s e r v e d  vi s u all y
1
.  T h e

w e a k n e s s of t h e gl o w s e e m e d t o p r e cl u d e a n y a p pli c ati o n of t h e p h e n o m-

e n o n i n p h y si c s, a n d s o m u c h t h e m o r e i n e n gi n e e ri n g.

Si n c e  t h e  t h e o r y  of  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  a p p e a r e d 2 , t h e p h e n o m-

e n o n c o ul d b e r e g a r d e d a s a n i n st a n c e of s u p e r-li g ht v el o cit y o pti c s*. T hi s

w a s a si n g ul a r e x a m pl e i n t hi s fi el d, w hi c h s e e mi n gl y w a s i s ol at e d f r o m a n y

ot h e r  k n o w n  p h y si c al  p h e n o m e n o n.  It  w a s  e vi d e nt  t h at  i n  p ri n ci pl e  ot h e r

m a nif e st ati o n s  of  s u p e r-li g ht  v el o cit y  o pti c s  w e r e  al s o  p o s si bl e,  b ut  t h ei r

o b s e r v ati o n a p p e a r e d v e r y c o m pli c at e d. F o r e x a m pl e, t h e fi r st c al c ul ati o n s

al r e a d y i n di c at e d t h at if t h e  r a di ati o n w e r e i n d u c e d n ot

b y  a n  el e ct ri c  c h a r g e,  b ut,  s a y,  b y  t h e  m a g n eti c  m o m e nt  of  a n  el e ct r o n,  it

s h o ul d b e s o w e a k t h at it s e x p e ri m e nt al d et e cti o n w o ul d n ot b e f e a si bl e 3 . It

w a s  li k e wi s e  e vi d e nt  t h at  it  w o ul d  b e  diffi c ult  t o  c r e at e  c o n diti o n s  f o r  o b-

s e r v ati o n of at o m s m o vi n g at s u p e r-li g ht v el o citi e s 4 .

T h e o r eti c al  a n al y si s  of  all  t h e s e  p r o bl e m s  w a s  f o r  a  n u m b e r  of  y e a r s  of

i nt e r e st  c hi efl y  f r o m  t h e  vi e w p oi nt  of  p ri n ci pl e.

P r o g r e s s  i n  n u cl e a r  p h y si c s  a n d  t h e  i m p r o v e m e nt  of  e x p e ri m e nt al  t e c h-

ni q u e s  i n  r e c e nt  y e a r s  h a s  r e s ult e d  i n  t h e  f a ct  t h at  t h e 

eff e ct h a s f o u n d n u m e r o u s a p pli c ati o n s i n t h e p h y si c s of hi g h- e n e r g y p a r-

ti cl e s.  A  c o n n e cti o n  b et w e e n  t hi s  p h e n o m e n o n  a n d  m a n y  ot h e r  p r o bl e m s

h a s  al s o  b e e n  f o u n d,  a s,  f or  e x a m pl e,  t h e  p h y si c s  of  pl a s m a,  a str o p h y si c s,  t h e

p r o bl e m of r a di o w a v e g e n e r ati o n, t h e p r o bl e m of a c c el e r ati o n of p a rti cl e s,

et c.

A  b r o a d e r  a p p r o a c h  t o  t h e  t r e at m e nt  of  t h e  p h e n o m e n a  r el at e d  t o  t h e

* A s u m m a r y of t h e r e s ult s of t h e o r eti c al w o r k a n d li st of r ef e r e n c e s a r e gi v e n i n t h e

r e vi e w  b y  B.  M.  B ol ot o v s k y 8 .
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 eff e ct h a s n o w b e c o m e n ot o nl y j u stifi e d b ut e s s e nti all y

n e c e s s ar y.

T h e q u e sti o n n at u r all y a ri s e s a s t o t h e p e c uli a riti e s of a r a di ati o n w hi c h

m a y  b e  s et  u p  n ot  o nl y  b y  a n  el e ct ri c  c h a r g e,  b ut  b y  a n y  s o u r c e  of  li g ht,

m o vi n g  i n  a  r ef r a cti v e  m e di u m s. S u c h a g e n e r al a p p r o a c h t o t h e p r o bl e m,

i n v ol vi n g, n ot a bl y, t h e  eff e ct, i s of i nt e r e st n o w n ot o nl y

f r o m t h e vi e w p oi nt of p ri n ci pl e. It m a y b e h o p e d t h at s o m e p h e n o m e n a of

t hi s  r a n g e  will  al s o  b e c o m e  i n  t h e  n e a r  f ut u r e  a  s u bj e ct  of  e x p e ri m e nt al

st u d y.

Si n c e  t h e  di s c o v er y  of  t h e   eff e ct,  o ur  i d e a s  of  t h e  m e c h-

a ni s m  of  i nt e r a cti o n  b et w e e n  a  r a pi dl y  m o vi n g  p a rti cl e  a n d  a  m e di u m

h a v e u n d e r g o n e a c o n si d e r a bl e c h a n g e.

F or m erl y  it  a p p e ar e d  u n q u e sti o n a bl e  t h at  r a di ati o n  ari si n g  d uri n g  a n  el e c-

t r o m a g n eti c i nt e r a cti o n b et w e e n hi g h- e n e r g y p a rti cl e s a n d a m e di u m i s al-

w a y s  s o m e  ki n d  of  a  «    br e m s str a hl u n g  ».  M o st  of  t h e  e n er g y  of  s u c h  r a di ati o n

i s  c a r ri e d  b y  hi g h- e n e r g y  p h ot o n s.  T h e  o pti c al  p r o p e rti e s  of  t h e  m e di u m

s h o ul d n ot b e of si g nifi c a n c e f o r t h e e mi s si o n a n d p r o p a g ati o n of s u c h p h o-

t o n s. It w a s al s o a s s u m e d t h at t h e p r o c e s s e s of i o ni z ati o n a n d e x cit ati o n b y

f a st  p arti cl e s  mi g ht  b e  r e g ar d e d  a s  a  s u m  of  i n d e p e n d e nt  i nt er a cti o n s  of  s u c h

p arti cl e s  wit h  i n di vi d u al  at o m s  a n d  m ol e c ul e s.  T hi s  l e d  t o  t h e  d e d u cti o n  t h at

g e n e r all y f o r i nt e r a cti o n b et w e e n hi g h- e n e r g y p a rti cl e s a n d a s u b st a n c e it s

m a c r o s c o pi c p r o p e rti e s a r e li k e wi s e of n o i m p o rt a n c e.

T h e  di s c o v er y  a n d  i nt er pr et ati o n  of  t h e   eff e ct,  a n d  t h e n

t h e  c o n n e cti o n  b et w e e n  t hi s  p h e n o m e n o n  a n d  i o ni z ati o n  l o s s e s,  f o u n d  b y

F e r mi 6 , h a v e l e d t o a r e vi si o n of t hi s vi e w p oi nt. It h a s n o w b e c o m e e vi d e nt

t h at t h e m a c r o s c o pi c p r o p e rti e s of t h e m e di u m pl a y a n i m p o rt a nt p a rt i n t h e

p r o c e s s e s of r a di ati o n of li g ht b y r a pi dl y m o vi n g p a rti cl e s.

T h e r ati o b et w e e n t h e v el o cit y of t h e e mitt e r a n d t h at of li g ht i s a hi g hl y

i m p o rt a nt f a ct o r o n w hi c h r a di ati o n d e p e n d s. I n a v a c u u m, t h e v el o cit y of

li g ht  i s  c o n st a nt  a n d  al w a y s  e x c e e d s  t h at  of  t h e  e mitt er.  It  e nt er s  t h e  f or m ul a e

d et e r mi ni n g  t h e  r a di ati o n,  a s  a  u ni v e r s al  c o n st a nt.  R a di ati o n  i n  a  v a c u u m

i s t h e r ef o r e d et e r mi n e d s ol el y b y t h e n at u r e of t h e e mitt e r a n d t h e l a w of it s

m oti o n. T h e c a s e i s diff e r e nt i n a r ef r a cti v e m e di u m. T h e p h a s e a n d g r o u p

v el o citi e s of li g ht diff e r f r o m t h o s e i n a v a c u u m. T h e y d e p e n d o n t h e p r o p-

e rti e s of t h e m e di u m a n d o n t h e f r e q u e n c y of t h e li g ht. I n o pti c all y a ni s o-

tr o pi c  m e di a,  t h e y  ar e  a  f u n cti o n  of  t h e  dir e cti o n  of p r o p a g ati o n  a n d  p ol ari z a-

ti o n of t h e w a v e s. I n m e di a of li mit e d di m e n si o n s, c h a n g e s i n t h e v el o cit y

of  li g ht  d u ri n g  t r a n siti o n  t h r o u g h  t h e  b o u n d a r y  of  t h e  m e di a  a r e  al s o  of
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i m p o rt a n c e. H e n c e, i n a r ef r a cti v e m e di u m, t h e r ati o b et w e e n t h e v el o cit y of

t h e  e mitt er  a n d  t h at  of  w a v e  pr o p a g ati o n  d e p e n d s  c o n si d er a bl y  o n  t h e  v el o c-

it y of li g ht i n a m e di u m a n d o n it s c h a n g e s. U nli k e a v a c u u m, t h e r ati o m a y,

n ot a bl y,  e x c e e d  u nit y.  A s  a  r e s ult,  n ot  o nl y  r a di ati o n  p r o p e rti e s  b ut  s o m e-

ti m e s e v e n t h e v e r y f a ct of it s o ri gi n ati o n d e p e n d o n t h e p e c uli a riti e s of li g ht

p r o p a g ati o n  i n  a  m e di u m.  T h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  i s  a  c a s e  i n  p oi nt.

R a di ati o n i n a m e di u m n at u r all y al s o d e p e n d s t o a v e r y g r e at e xt e nt o n

t h e n at u r e of t h e e mitt e r. T h e t h e o r y m a k e s it p o s si bl e t o f o r et ell t h e p r o p-

e rti e s  of  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  r a di ati o n  n ot  o nl y  f o r  a  m o vi n g  el e ct ri c

c h a r g e,  b ut  al s o  f o r  ot h e r  c a s e s.  F o r  i n st a n c e,  si mil a r  t o  a n  el e ct ri c  c h a r g e,

t h e V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n s h o ul d h a v e al s o b e e n p r o d u c e d b y a m a g-

n eti c  c h a r g e,  h a d  it  b e e n  p r o v e d  t o  e xi st 7 .

W h e r e a s t h e q u e sti o n of r a di ati o n of a m a g n eti c c h a r g e s h o ul d n o w, t o o,

b e  c o n si d er e d  a s  b ei n g  o nl y  t h e or eti c all y  p o s si bl e  t h e  q u e sti o n  of  t h e  V a vil o v-

  eff e ct  f or  m a g n eti c  a n d  el e ctri c  di p ol e s  a n d  m ulti p ol e s  i s  q uit e  r e al

at  pr e s e nt.

A s a m att e r of f a ct, a n al y si s of t h e r a di ati o n of a m o vi n g s y st e m of p a r-

ti cl e s  m a y  pr o v e  n e c e s s ar y  i n  r e s ol vi n g  t h e  n u m er o u s  t a s k s  r el at e d  t o  pr o c e s s-

e s i n pl a s m a a n d t o p r o bl e m s of a c c el e r ati o n of p a rti cl e s. It i s e vi d e nt t h at

a s y st e m of p a rti cl e s m a y, n ot a bl y, b e q u a si- n e ut r al, b ut it m a y p o s s e s s a n

el e ct ri c a n d, p a rti c ul a rl y, a m a g n eti c m o m e nt d u e t o m o vi n g ri n g c u r r e nt s.

A  s y st e m  of  p a rti cl e s  m a y  n ot  o nl y  m o v e  a s  a  w h ol e;  it  m a y  al s o  h a v e

n at u r al  f r e q u e n ci e s  of  o s cill ati o n s.  T hi s  i s  t r u e  t o  a n  e v e n  g r e at e r  e xt e nt  of

s u c h s y st e m s a s a m o vi n g at o m, i o n o r at o mi c n u cl e u s. A n el e ct r o n m o vi n g

i n  a  m a g n eti c  fi el d  m a y  li k e wi s e  p o s s e s s  n at ur al  fr e q u e n c y  ( L ar m or  fr e q u e n-

c y  of  r e v ol uti o n  a b o ut  t h e  li n e s  of  a  fi el d).  T h e r ef o r e,  a p a rt  f r o m  g e n e r al-

i zi n g t h e t h e o r y of t h e V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct, a n al y si s i s al s o r e q ui r e d of

t h e  g e n e r al  c a s e  of  r a di ati o n  of  s y st e m s  p o s s e s si n g  n at u r al  f r e q u e n ci e s  of

o s cill ati o n s 5 .

S u c h  a  g e n e r al  a n al y si s  al s o  i n cl u d e s  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct.  T h e

l att e r  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  li miti n g  c a s e  w h e n  t h e  n at u r al  f r e q u e n c y  i s  z e r o.

T h e  f a ct  t h at  t h e  t h e o r y  of  r a di ati o n  of  a  c h a r g e  m o vi n g  wit h  a  v el o cit y

e x c e e di n g  t h at  of  li g ht  h a s  n ot  b e e n  r e vi s e d  i n  t h e  p a st  t w e nt y  y e a r s  d o e s

n ot  m e a n  at  all  t h e  t h e o r y  of  t hi s  eff e ct  h a s  b e e n  f ull y  c o n s u m m at e d.  T hi s

c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  f oll o wi n g  e x a m pl e.  L.  I.  M a n d el st a m  w a s  t h e  fi r st

t o  p oi nt  o ut  t h at  it  i s  n ot  n e c e s s a r y  f o r  a  c h a r g e  t o  m o v e  i n  a  c o nti n u o u s

m e di u m  i n  o r d e r  t o  r a di at e  d u ri n g  s u p e r-li g ht  v el o cit y*.  T h e  r a di ati o n  r e-

* S e e a rti cl e b y V. L. Gi n z b u r g a n d I. M. F r a n k 9 .
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m ai n s  t h e  s a m e  if  t h e  c h a r g e  m o v e s  al o n g  t h e  a xi s  of  a  h oll o w  c yli n d ri c al

c h a n n el  i n si d e  t h e  m e di u m,  p r o vi d e d  t h e  di a m et e r  of  t h e  c h a n n el  i s  s m all

i n c o m p a ri s o n wit h t h e l e n gt h of t h e e mitt e d w a v e. F o r p r a cti c al p u r p o s e s

t hi s i s v e r y i m p o rt a nt, si n c e it m a k e s it p o s si bl e t o o bt ai n r a di ati o n i n a m e-

di u m u n d e r c o n diti o n s w h e n t h e e mitt e r d o e s n ot c olli d e di r e ctl y wit h t h e

at o m s of t h e m e di u m, w hi c h m a y d ef o r m o r d e st r o y it. It s e e m e d t h at t hi s

a p pli e d al s o t o t h e r a di ati o n of a di p ol e i n a m e di u m.

A s  r e c e ntl y  s h o w n,  h o w e v e r,  b y  V.  L.  Gi n z b u r g  a n d  hi s  a s s o ci at e s,  t hi s

q u e sti o n  i s  n ot  s o  si m pl e  a s  it  a p p e a r e d  b ef o r e 1 0 .  T h e  p r o p e rti e s  of  a  m e-

di u m  di r e ctl y  a dj a c e nt  t o  t h e  di p ol e  m a y  pl a y  a n  i m p o rt a nt  p a rt,  a n d  t h e

p r e s e n c e of a c h a n n el of a n y, e v e n t h e s m all e st, di a m et e r c a n n ot, t h e r ef o r e,

b e i g n o r e d.

T hi s i m p o rt a nt f a ct o r h a s c all e d f o r a c riti c al a n al y si s of t h e f o r m e rl y o b-

t ai n e d  d at a  a s  w ell.  T h u s,  t w o  c o nt r a di ct o r y  r e s ult s  w e r e  o bt ai n e d  b y  t w o

diff e r e nt  m et h o d s  f o r  t h e  r a di ati o n  of  a  m a g n eti c  di p ol e 4, 7 . It m a y n o w b e

a s s u m e d t h at t hi s w a s n ot d u e t o t h e e r r o n e o u s n e s s of o n e of t h e m et h o d s

u s e d, b ut t o t h e f a ct t h at t h e y diff e r e ntl y t o o k i nt o a c c o u nt t h e eff e ct of t h e

m e di u m  a dj a c e nt  t o  t h e  m o vi n g  di p ol e.  P o s si bl y  b ot h  r e s ult s  a r e  c o r r e ct,

b ut  t h e y  a p pl y  t o  diff e r e nt  p h y si c al  c a s e s.  T h e  m att e r  r e q ui r e s,  h o w e v e r,

f u rt h e r c o n si d e r ati o n.

T h e  s e ri e s  of  p r o bl e m s  d e alt  wit h  i n  t hi s  p a p e r,  d e s pit e  t h ei r  di v e r sit y,

c o m p ri s e s b ut t h e si m pl e st c a s e of r a di ati o n i n a m e di u m, n a m el y r a di ati o n

d u ri n g  w hi c h  t h e  t r a n sl ati o n al  m oti o n  of  t h e  s y st e m  m a y  b e  r e g a r d e d  a s

u nif o r m a n d r e ctili n e a r.

Tr a nsiti o n  r a di ati o n

A  t y pi c al  e x a m pl e  of  r a di ati o n  i n  a  m e di u m  a n d,  n ot a bl y,  d u ri n g  t h e  u ni-

f o r m  m oti o n  of  a n  el e ct ri c  c h a r g e,  i s  p r o vi d e d  b y  t h e  s o- c all e d  t r a n siti o n

r a di ati o n.  T h e  a s s e rti o n  t h at  t h e r e  i s  n o  r a di ati o n  d u ri n g  a  r e ctili n e a r  a n d

u nif o r m  m oti o n  of  a n  el e ct ri c  c h a r g e  at  a  v el o cit y  s m all e r  t h a n  t h e  p h a s e

v el o cit y of li g ht i s c o r r e ct o nl y u n d e r t h e c o n diti o n t h at t h e v el o cit y of li g ht

al o n g  t h e  p at h  of  t h e  p a rti cl e  r e m ai n s  u n c h a n g e d.  F o r  e x a m pl e,  if  a  u ni-

f o r ml y  m o vi n g  c h a r g e d  p a rti cl e  c r o s s e s  t h e  b o u n d a r y  of  t w o  m e di a  wit h

diff e r e nt i n di c e s of r ef r a cti o n, t h e r e a p p e a r s t r a n siti o n r a di ati o n. R a di ati o n

a p p e ar s  b e c a u s e  t h e  j u m p  w hi c h  t h e  m a g nit u d e  of  t h e  p h a s e  v el o cit y  of  li g ht

u n d e r g o e s at t h e b o u n d a r y of t w o m e di a i s t o s o m e e xt e nt e q ui v al e nt t o t h e
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j u m p  i n  t h e  m a g nit u d e  of  t h e  v el o cit y  of  a  p a rti cl e.  T h e  e q ui v al e n c e  t o

b r e m s st r a hl u n g  b e c o m e s  c o m pl et e  i n  a n  e xt r e m e  c a s e,  w h e n  t h e  p a rti cl e

m o v e s  f r o m  v a c u u m  t o  a  m et al  i n  w hi c h  li g ht  i s  a b s o r b e d  o v e r  a  l e n gt h

s m all e r  t h a n  t h e  w a v el e n gt h  of  t h e  li g ht.  T h e  i nt e n sit y  of  t h e  t r a n siti o n

r a di ati o n i s at it s m a xi m u m i n t hi s c a s e. I n t h e o pti c al r a n g e of t h e s p e ct r u m

-  t h e  o nl y  r e gi o n  i n  w hi c h  t r a n siti o n  r a di ati o n  o c c u r s  -  t h e  s p e ct r u m  a n d

m a g nit u d e of t h e r a di at e d e n e r g y a r e t h e n e x a ctl y i d e nti c al t o t h o s e of t h e

r a di ati o n  w hi c h  w o ul d  h a v e  b e e n  p r o d u c e d  b y  a n  el e ct ri c  c h a r g e  a n d  a

c h a r g e  of  t h e  o p p o sit e  si g n, m o vi n g  t o w a r d s  it  (it s  el e ct ri c  i m a g e  i n  t h e

m et al), a n d w hi c h st o p i n st a nt a n e o u sl y at t h e p oi nt of e n c o u nt e r.

T h e  i nt e n sit y  of  t r a n siti o n  r a di ati o n  at  l o w  v el o citi e s  i s  p r o p o rti o n al  t o

t h e  ki n eti c  e n e r g y  of  t h e  p a rti cl e,  a n d  it  ri s e s  i n  t h e  r e gi o n  of  r el ati vi sti c

v el o citi e s  a s  t h e  l o g a rit h m  of  t h e  t ot al  e n e r g y.  Li k e  b r e m s st r a hl u n g,  it  b e-

c o m e s  s h ar pl y  dir e ct e d  i n  t hi s  c a s e.  It  h a s  b e e n  s u g g e st e d  t h at  tr a n siti o n  r a di a-

ti o n mi g ht b e u s ef ul i n d et e r mi ni n g t h e e n e r g y of ult r a- r el ati vi sti c p a rti cl e s.

T hi s  i s  i m p o rt a nt  b e c a u s e  it  i s  v e r y  diffi c ult  t o  u s e  f o r  t hi s  p u r p o s e  t h e

V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct f o r ult r a- r el ati vi sti c p a rti cl e s. A s i s w ell k n o w n, t h e

a n gl e at w hi c h t h e V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n i s di r e ct e d, a n d it s i nt e n sit y,

att ai n i n t hi s c a s e a p r a cti c all y c o n st a nt v al u e.

T h e  u s e  of  t r a n siti o n  r a di ati o n  i s,  h o w e v e r,  i m p e d e d  b y  t h e  f a ct  t h at  it s

i nt e n sit y i s v e r y l o w. T h e p r o b a bilit y of e mi s si o n of a p h ot o n i s of t h e o r d e r

of  t h e  fi n e  st r u ct u r e  c o n st a nt,  i. e.  of  t h e  o r d e r  of  a  h u n d r e dt h.  If  it  i s  n ot

p o s si bl e t o s u m u p t r a n siti o n r a di ati o n f r o m m a n y pl at e s, o b s e r v ati o n of a n

i n di vi d u al p a rti cl e b y t r a n siti o n r a di ati o n m a y b e c a r ri e d o ut wit h b ut littl e

effi ci e n c y. I n t hi s c o n n e cti o n w e s h o ul d li k e t o n ot e t h e p e c uli a riti e s of t r a n-

siti o n  r a di ati o n  at  ult r a- r el ati vi sti c  v el o citi e s.  U nli k e  p a rti cl e s  wit h  a  l o w

v el o cit y, t r a n siti o n r a di ati o n i s al m o st t h e s a m e d u ri n g t h e i n ci d e n c e of s u c h

a p a rti cl e f r o m v a c u u m o n a t r a n s p a r e nt di el e ct ri c a s d u ri n g t h e i n ci d e n c e o n

a m et al. T hi s i s e a s y t o u n d e r st a n d b y a n al o g y wit h b r e m s st r a hl u n g. I n d e e d,

a c h a n g e i n t h e v el o cit y of li g ht i s e q ui v al e nt t o a sli g ht c h a n g e i n t h e v el o c-

it y  of  t h e  p a rti cl e.  B ut  e v e n  a  s m all  c h a n g e  i n  t h e  v el o cit y  of  a n  ult r a-

r el ati vi sti c  p a rti cl e  m e a n s  a  g r e at  c h a n g e  i n  it s  e n e r g y,  i. e.  g r e at  d e c el e r a-

ti o n  of  t h e  p a rti cl e.  T hi s  p e c uli a rit y  m a y  p e r mit  t h e  s u m mi n g  of  t r a n siti o n

r a di ati o n f r o m t h e s u rf a c e s of m a n y p a r all el t r a n s p a r e nt pl at e s i n a v a c u u m.

T h e  s e c o n d  p e c uli a rit y  c o n si st s  i n  t h e  f a ct  t h at  at  ult r a- r el ati vi sti c  v el o c-

iti e s, t h e e q uili b ri u m fi el d e nt r ai n e d b y t h e p a rti cl e i n a v a c u u m i s f o r m e d

al o n g a c o n si d e r a bl e p at h l e n gt h. C o n s e q u e ntl y, t o p r e v e nt t h e i nt e n sit y of

r a di ati o n f r o m b ei n g r e d u c e d, t h e v a c u u m l a y e r s b et w e e n t h e pl at e s s h o ul d
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n ot  b e  l e s s  t h a n  s o m e  p r e s et  m a g nit u d e.  F o r  i n st a n c e,  f o r  a  p r ot o n  wit h

e n e r g y of 1 0
1 1 el e ct r o n v olt s, t hi s mi ni m u m di st a n c e i s of t h e o r d e r of  1 m m,

w hi c h  i s  r e a s o n a bl e;  b ut  f o r  a  p r ot o n  wit h  e n e r g y  of  1 0 1 4 el e ct r o n v olt s  it

ri s e s t o t h e u n r e a s o n a bl e m a g nit u d e of a kil o m et e r.

I h a v e d w elt o n t h e s u bj e ct of t r a n siti o n r a di ati o n i n o r d e r t o e m p h a si z e

t h e  p e c uli a rit y  of  t h e  o pti c al  p h e n o m e n a  f o r  r a di ati o n  s o u r c e s  m o vi n g  i n

r ef r a cti v e m e di a, w hi c h s o g r e atl y d e p e n d s o n t h e p e c uli a riti e s of p r o p a g a-

ti o n of li g ht i n a s u b st a n c e.

It  s h o ul d  b e  n ot e d  t h at  alt h o u g h  t h e  t h e o r y  of  t r a n siti o n  r a di ati o n  w a s

d e v el o p e d b y G i n z b u r g a n d t h e a ut h o r of t hi s l e ct u r e1 1 m o r e t h a n t e n y e a r s

a g o, a n d h a s si n c e b e e n a n al y s e d i n a n u m b e r of w o r k s* it h a s n ot y et b e e n

st u di e d  e x p e ri m e nt all y.  T h e  sit u ati o n  i n  t hi s  c a s e  i s  al m o st  t h e  s a m e  a s  i n

t h e  c a s e  of  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  r a di ati o n  b ef o r e  t h ei r  p a p e r s  w e r e  p u b-

li s h e d. T h e r e i s n o d o u bt t h at t r a n siti o n r a di ati o n h a s al s o b e e n o b s e r v e d o n

n u m e r o u s o c c a si o n s b y v a ri o u s p h y si ci st s, si n c e t h e gl o w of t h e s u rf a c e s of

el e ct r o d e s  u n d e r  t h e  i m p a ct  of  b o m b a r di n g  p a rti cl e s  i s  w ell  k n o w n.  B ut

e v e n t o d a y t h e p a rt pl a y e d i n t hi s gl o w b y l u mi n e s c e n c e, b r e m s st r a hl u n g,

a n d t r a n siti o n r a di ati o n h a s n ot b e e n el u ci d at e d. T h e m o st r eli a bl e d at a o n

t r a n siti o n r a di ati o n h a v e r e c e ntl y b e e n o bt ai n e d b y A. E. C h u d a k o v. U si n g

t h e  c oi n ci d e n c e  m et h o d,  h e  o b s e r v e d  p h ot o n s  e mitt e d  f r o m  t h e  s u rf a c e  of

a m et al f oil d u ri n g t h e i n ci d e n c e o n it of f a st el e ct r o n s f r o m r a di o p h o s p h o-

r u s.  T h e  i nt e n sit y  of  r a di ati o n  t h u s  f o u n d  p r o v e d  t o  c oi n ci d e  wit h  t h e

e sti m at e d  i nt e n sit y  f o r  t r a n siti o n  r a di ati o n,  at  l e a st  i n  t h e  o r d e r  of  m a g ni-

t u d e * *.

It i s al s o w o rt h m e nti o ni n g t h at t r a n siti o n r a di ati o n i s p r a cti c all y al w a y s

a n i nt ri n si c p a rt of t h e V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n d u e t o t h e li mit e d t hi c k-

n e s s  of  t h e  r a di at o r.  A s  s h o w n  b y  V.  E.  P af o m o v  f o r  a  r a di at o r  of  v e r y

s m all t hi c k n e s s t hi s f a ct o r s h o ul d b e t a k e n i nt o a c c o u nt 1 6 .

* S e e, f o r i n st a n c e, t h e p a p e r s b y G a ri b y a n a n d P af o m o v a n d t h e r ef e r e n c e s cit e d

t h e r ei n 1 2 .

** I n  t h e  b o o k  b y  J ell e y,   R a di ati o n1 8 , wit h w hi c h I h a d t h e o p p o rt u nit y of

b e c o mi n g a c q u ai nt e d aft e r t hi s p a p e r h a d b e e n w ritt e n, t h e r e i s m e nti o n of t h e f a ct

t h at  i n  1 9 5 8  t h e  a ut h or  t o g et h er  wit h  Elli ott  a n d  G ol d s mit h  o b s er v e d  a  r a di ati o n  e mitt e d

b y 1. 5 M e V  pr ot o n s  i n ci d e nt  o n  a  p oli s h e d  al u mi ni u m  t ar g et.  O n  b a si s  of  t h e  d at a  o n

t h e  i nt e n sit y  a n d  p ol ari z ati o n,  t h e  i n v e sti g at or s  c o n cl u d e d  t h at  t h e  gl o w  w a s  tr a n siti o n

r a di ati o n.



4 4 8 1 9 5 8   I .  M . F  R  A  N  K

R a di ati o n  s p e ctr u m  a n d  q u a nt u m  i nter pret ati o n  of  t he  p he n o me n o n

T h e  r a di ati o n  of  a  c h a r g e d  p a rti cl e  u nif o r ml y  m o vi n g  at  a  v el o cit y  e x-

c e e di n g t h at of li g ht m a y, a s i s w ell k n o w n, b e f ull y d e s c ri b e d b y t h e m et h-

o d s  of  cl a s si c al  el e ct r o d y n a mi c s.  T h e  q u a nt u m  t h e o r y  of  t hi s  p h e n o m e n o n

w a s fi r st d e v el o p e d b y Gi n z b u r g 3 a n d  t h e n  b y  m a n y  ot h e r  i n v e sti g at o r s*.

Gi n z b u r g  h a s  s h o w n  t h at  t h e  cl a s si c al  f o r m ul a  f o r  t h e  c o si n e  of  t h e  a n gl e

at w hi c h r a di ati o n o c c u r s i s c o r r e ct u p t o a v e r y s m all c o r r e cti o n of t h e o r d e r

of m a g nit u d e of t h e r ati o b et w e e n t h e e n e r g y of t h e r a di at e d p h ot o n a n d t h e

t ot al  e n e r g y  of  t h e  m o vi n g  e mitt e r.  ( E v e n  f o r  a n  el e ct r o n  t h e  r ati o  i s  l e s s

t h a n  1 0- 5.)  If  t hi s  sli g ht  q u a nt u m  c o r r e cti o n  c o nt ai n e d  i n  t h e  e x a ct  f o r m ul a

i s  di sr e g ar d e d,  i d e nti c al  r el ati o n s  b et w e e n  t h e  fr e q u e n c y  of  t h e  r a di at e d  li g ht

a n d t h e di r e cti o n of it s e mi s si o n a r e o bt ai n e d b y b ot h t h e cl a s si c al a n d t h e

q u a nt u m m et h o d s. L et u s w rit e t h e m d o w n i n a q u a nt u m f o r m, f o r a s y st e m

p o s s e s si n g  a  n at ur al  fr e q u e n c y ω Ο

1 4, 5 , w h e r e ω Ο i s  t h e  f r e q u e n c y  i n  t h e  l a b o r-

at o r y  s y st e m  of  c o o r di n at e s,  t h at  i s,  = 

T h e r e  i s  n o  n e c e s sit y  of  a s s u mi n g  i n  t hi s  c a s e  t h at ω Ο i s  t h e  o nl y  n at u r al

f r e q u e n c y  p o s s e s s e d  b y  t h e  s y st e m.  It  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  c o m p o n e nt  of

a c o m pl e x s p e ct r u m of f r e q u e n ci e s a n d it s h o ul d b e s uffi ci e nt t o st u d y t h e

r a di ati o n r el at e d t o t hi s f r e q u e n c y.

If t h e m o m e nt u m of t h e p h ot o n, w hi c h i n a m e di u m s h o ul d b e a s s u m e d

t o  e q u al   i s  v e r y  s m all  i n  c o m p a ri s o n  wit h  t h at  of  t h e  e mitt e r,  t h e n

t h e  l a w  of  m o m e nt u m  c o n s e r v ati o n  d u ri n g  r a di ati o n  m a y  b e  e x p r e s s e d  a s

f oll o w s

w h e r e

C V
( 1 )

∆ E i s  t h e  c h a n g e  i n  t h e  ki n eti c  e n e r g y  of  t h e  e mitt e r,  a n d v   i s  it s

v el o cit y.  F r o m  t h ei r  r ati o  w e  o bt ai n  t h e  m a g nit u d e  of  t h e  c h a n g e  i n  t h e

m o m e nt u m  of  t h e  s y st e m.

T h e  c h a n g e  i n  ki n eti c  e n e r g y  i s  a p p a r e ntl y  d et e r mi n e d  b y  t h e  e n e r g y  of

t h e r a di at e d p h ot o n  a n d t h e c h a n g e i n t h e i nt e r n al e n e r g y of s y st e m 

∆ E  =  ( 2)

T h e t e r m  s h o ul d b e t a k e n wit h a mi n u s si g n if, w h e n e mitti n g t h e p h o-

*  S e e,  f o r  e x a m pl e,  r e vi e w 8 .
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t o n, t h e s y st e m p a s s e s f r o m a n u p p e r e n e r g y l e v el t o a l o w e r o n e, t h at i s,

if t h e e n e r g y of t h e e mitt e d p h ot o n i s s u p pli e d, p a rtl y at l e a st, f r o m e x cit a-

ti o n e n e r g y. T h e pl u s si g n s h o ul d b e u s e d if t h e s y st e m b e c o m e s e x cit e d i n

t h e p r o c e s s of e mi s si o n, i. e. if t h e ki n eti c e n e r g y i s s p e nt b ot h o n r a di ati o n

a n d  e x cit ati o n.

B y  c o m bi ni n g  E q s.  ( 1)  a n d  ( 2),  w e  o bt ai n

( 3)

F a ct o r  h a s b e e n c a n c ell e d o ut a n d t h e e q u ati o n d o e s n ot, i n d e e d, c o nt ai n

a n yt hi n g of a s p e cifi c all y q u a nt u m n at u r e. T h e s a m e r e s ult i s al s o o bt ai n e d

fr o m  cl a s si c al  w a v e  a n al y si s.

I n E q. ( 3) w e c a n di sti n g ui s h t h r e e c a s e s:

C ase 1 - L et u s a s s u m e t h at

( 4)

T h e n E q. ( 3) i s s ati sfi e d o nl y if  = 0. T hi s i s p r e ci s el y a c a s e of t h e V a vil o v-

C e r e n k o v  r a di ati o n,  w hil e  ( 4) i s  a  w ell- k n o w n  c o n diti o n  d et e r mi ni n g  t h e

di r e cti o n  of  e mi s si o n  of  li g ht  f o r  t hi s  r a di ati o n.  T h e  n at u r al  f r e q u e n c y 

0  r e q u ir e d  fo r  b r in g in g  i nt o  eff e ct  ( 4)  m e a n s  t h at  t h e  m o vi n g  s y st e m

s h o ul d  c o nt ai n  a  s o u r c e  of  a  ti m e-i n d e p e n d e nt  el e ct r o m a g n eti c  fi el d  ( a n

el e ct ri c c h a r g e, a c o n st a nt di p ol e m o m e nt, et c.). C o n s e q u e ntl y, f o r t h e V a-

vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n t o t a k e pl a c e it i s n e c e s s a r y t h at t h e c o n st a nt c o m-

p o n e nt of t h e fi el d s h o ul d diff e r f r o m z e r o. I n t hi s c a s e E q. ( 4) yi el d s t h e

r el ati o n b et w e e n a n gl e  a n d t h e r a di at e d f r e q u e n c y, i n a s m u c h a s t h e r e-

f r a cti o n i n d e x  i s a f u n cti o n of f r e q u e n c y.

C ase 2  - S u p p o s e n o w t h at t h e l eft- h a n d si d e of E q. ( 4) i s l e s s t h a n u nit y.

T h e n E q. ( 3) m a y b e s ati sfi e d o nl y if  h a s a mi n u s si g n, i. e.

T hi s  i s  n ot hi n g  el s e  b ut  t h e D o p pl e r c o n diti o n f o r a s o u r c e of li g ht, m o vi n g

i n a m e di u m. It h a s al r e a d y b e e n o bt ai n e d b y L o r e nt z w h e n st u d yi n g t h e
. .
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E q.  ( 5)  m a y  e vi d e ntl y  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f oll o wi n g  o r di n a r y  w a y

It  d et e r mi n e s  t h e  f r e q u e n c y  w h e n  t h e  c o m p o n e nt  of  t h e  v el o cit y  al o n g  a

r a y, v c o s   i s  l e s s  t h a n  t h e  p h a s e  v el o cit y  of  li g ht c/ n f o r  f r e q u e n c y 

E q s. ( 5) o r ( 5 a) diff e r      f r o m  t h e  u s u al  D o p pl e r  c o n diti o n  f o r  a  s o u r c e  of

li g ht  m o vi n g  i n  a  v a c u u m  o nl y  i n  t h at  t h e  v el o cit y  of  li g ht  i n  a  v a c u u m

h a s b e e n r e pl a c e d b y t h e p h a s e v el o cit y c/ n. If  i s s m all i n c o m p a ri s o n wit h

t h e  p h a s e  v el o cit y  of  li g ht,  a n d  t h e  di s p er si o n  of  li g ht  i s  n ot  gr e at  i n  t h e  r a n g e

of f r e q u e n ci e s cl o s e t o t hi s  d o e s  n ot  l e a d  t o  a n yt hi n g  f u n d a m e nt all y  n e w.

T h e r e i s o nl y a c h a n g e i n t h e a b s ol ut e m a g nit u d e of t h e D o p pl e r s hift. It i s

s o  o bt ai n e d  a s  if  it  h a d  b e e n  i n  a  v a c u u m  f o r  a  v el o cit y  e q u al  t o  i. e. 

n ti m e s g r e at e r. If t h e di s p e r si o n of li g ht i n t h e m e di u m i s g r e at, t h e r e a ri s e

i m p o rt a nt  p e c uli a riti e s.  T h e  p r e s e n c e  of  di s p e r si o n  s h o ul d  n ot  b e  i g n o r e d 

i n  a n y  m e di u m  w h e n  t h e  v el o citi e s  of  m oti o n  a r e  c o m p a r a bl e  t o  t h e  p h a s e 

v el o cit y  of  li g ht.  I n d e e d,  wit h n =  c o n st a nt  a n d  f o r  a n gl e   =  0,  t h e 

q u a ntit y ( v n/ c) c o s  w o ul d t e n d t o u nit y wit h a n i n c r e a s e i n v w hil e  a s

c a n b e s e e n f r o m ( 5 a), w o ul d t e n d t o i nfi nit y. At still g r e at e r v el o citi e s, t h e 

i n e q u alit y si g n i n ( 5) w o ul d n ot b e v ali d a n d, c o n s e q u e ntl y, ( 5) w o ul d h a v e

n o s ol uti o n. A s a m att e r of f a ct, t h e r ef r a cti o n i n d e x of a n y m e di a b e c o m e s, 

p r a cti c all y e q u al t o u nit y at s uffi ci e ntl y l a r g e v al u e s of  H e n c e, t h e D o p pl e r 

f r e q u e n c y  i n  t hi s  c a s e  i s  t h e  s a m e  a s  it  w o ul d  h a v e  b e e n  i n  v a c u u m,  i. e. 

it  i s  c e rt ai nl y  fi nit e.  I n  ot h e r  w o r d s,  at  a n y  v el o cit y v a n d  a n y  v al u e  of 

E q.  ( 5)  will  h a v e  a  s ol uti o n.  M o r e o v e r,  a s  will  b e  s h o w n  b el o w,  t h e r e  m a y

b e n ot o n e b ut s e v e r al s ol uti o n s 4, 5 (" c o m pl e x"  D o p pl e r  eff e ct).

C a s e  3   -  T h e  t hi r d  c a s e  t a k e s  pl a c e  w h e n  t h e  l eft- h a n d  si d e  of  E q.  ( 4)

i s  g r e at e r  t h a n  u nit y.  T h e n  a  pl u s  si g n  s h o ul d  b e  b ef o r e  i n E q. ( 3), a n d

t h u s

T hi s  i s  a  g e n er ali z ati o n  of  D o p pl er’ s  f or m ul a  f or  t h e  c a s e 4, 1 4 w h e n  t h e  v el o c-

it y of t h e e mitt e r e x c e e d s t h e p h a s e v el o cit y of li g ht f o r a r a di at e d f r e q u e n-
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c y *. It d et e r mi n e s t h e « s u p e r-li g ht » D o p pl e r f r e q u e n ci e s. Li k e t h e V a vil o v-

  eff e ct,  t h e  s u p er-li g ht  D o p pl er  fr e q u e n ci e s  a p p e ar  w h e n  t h e  v el o c-

it y e x c e e d s s o m e t h r e s h ol d v el o cit y. T h e y a r e r a di at e d si m ult a n e o u sl y wit h

or di n ar y  fr e q u e n ci e s,  b ut  o nl y  at  s uffi ci e ntl y  hi g h  v el o citi e s  a n d  wit hi n  s o m e

r a n g e of a c ut e a n gl e s.

It  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  a b o v e  q u a nt u m  a n al y si s  t h at  t h e  pl u s  si g n  at ω 0

i n ( 2) a n d  ( 6)  r e s p e cti v el y  m e a n s  e x cit ati o n  of  t h e  s y st e m.  H e n c e,  r a di ati o n

of s u p e r-li g ht p h ot o n s o c c u r s n ot d u ri n g t h e t r a n siti o n f r o m t h e u p p e r, i. e.

e x cit e d st at e i nt o t h e l o w e r, a s i n a g e n e r al c a s e, b ut q uit e t h e c o nt r a r y, f r o m

t h e  l o w e r  i nt o  t h e  u p p e r  st at e,  t h e  e n e r g y  b ei n g  s u p pli e d  f r o m  t h e  ki n eti c

e n e r g y  of  t h e  t r a n sl ati o n al  m oti o n  of  t h e  s y st e m 1 4.   S u c h  a  r a di ati o n,  a c-

c o m p a ni e d  b y  e x cit ati o n  of  t h e  s y st e m  s h o ul d  t a k e  pl a c e  s p o nt a n e o u sl y  if

t h e s y st e m i s i n t h e l o w e r e n e r g y st at e. T hi s i s li k e wi s e p o s si bl e a s a s p o n-

t a n e o u s t r a n siti o n of t h e s y st e m f r o m t h e u p p e r e n e r g y st at e i nt o t h e l o w e r,

a c c o m p a ni e d  b y  e mi s si o n  of  p h ot o n s  wit h  a  f r e q u e n c y  s ati sf yi n g  ( 5).  A s  a

m att e r of f a ct, t h e t r a n siti o n o c c u r s i n eit h e r c a s e b et w e e n t h e s a m e e n e r g y

st at e s,  a n d  t h e  q u e sti o n  a s  t o  w hi c h  of  t h e m  t a k e s  pl a c e  s p o nt a n e o u sl y  i s

w h oll y d et e r mi n e d b y t h e i niti al st at e a n d t h e r e q ui r e m e nt s of t h e c o n s e r v a-

ti o n l a w s. I n t hi s c a s e E q s. ( 5) a n d ( 6) a r e i n e q u al d e g r e e c o n s e q u e n c e s of

t h e s e  l a w s.

T h e q u e sti o n r e g a r di n g D o p pl e r’ s eff e ct i n a r ef r a cti v e m e di u m m a y al s o

b e c o n si d e r e d wit hi n t h e f r a m e w o r k of cl a s si c al p h y si c s. F r o m t h e vi e w p oi nt

of cl a s si c al p h y si c s, t h e r e s ult s a r e i nt e r p r et e d a s f oll o w s. O s cill ati o n s wit h

n at u r al f r e q u e n c y ω 0 b ri n g a b o ut t h e a p p e a r a n c e of r a di ati o n wit h f r e q u e n-

ci e s  w hi c h  d e p e n d  o n  t h e  di r e cti o n  of  p r o p a g ati o n.  It  f o r m s  a  s p e ct r u m  of

D o p pl er  fr e q u e n ci e s,  w hi c h  m a y  b e  of  t w o  t y p e s.  T h er e  i s  al w a y s  a  s p e ctr u m

of  r a di ati o n  wit h  f r e q u e n ci e s  s ati sf yi n g  E q.  ( 5),  w h o s e  r e a cti o n  o n  t h e

e mitt e r c a u s e s it s d a m pi n g. U n d e r c e rt ai n c o n diti o n s, a n ot h e r s p e ct r u m wit h

f r e q u e n ci e s  m e eti n g  E q.  ( 6) a p p e a r s  i n  a d diti o n  t o  t h e  fi r st.  T h e  r e a cti o n

of  r a di ati o n  of  t h e s e  f r e q u e n ci e s  p r o m ot e s  t h e  b uil di n g- u p  of  o s cill ati o n s.

If  d a m pi n g  p r e v ail s  o v e r  b uil di n g- u p,  o s cill ati o n s  will  n ot  a ri s e  b y  t h e m-

s el v e s  i n  a  s y st e m  f o r  w hi c h  t h e  cl a s si c al  f o r m ul a e  a r e  c o r r e ct,  a n d  if  t h e y

e xi st e d at t h e b e gi n ni n g, t h e y will att e n u at e.

I n  a  q u a nt u m  s y st e m  t h e  sit u ati o n  i s  f u n d a m e nt all y  diff er e nt.  T h e  pr o c e s s e s

of  q u a nt u m  r a di ati o n  s h o ul d  b e  c o n si d e r e d  s e p a r at el y  f o r  s p e ct r a  of  b ot h

*  A p p a r e ntl y  E q.  ( 6)  m a y  b e  p ut  d o w n  i n  a  f o r m  si mil a r  t o  ( 5 a).  T h e  diff e r e n c e

c o n si st s o nl y i n t h at t h e si g n i n t h e d e n o mi n at o r of t h e ri g ht- h a n d p a rt of E q. ( 5 a)

s h o ul d  b e  c h a n g e d.



4 5 2 1 9 5 8  I .  M . F  R  A  N  K

t y p e s.  T h e r ef o r e,  if  a  p r o c e s s  c o r r e s p o n di n g  t o  E q.  ( 6)  i s  p o s si bl e,  it  i s  c e r-

t ai n  t o  t a k e  pl a c e,  i. e.  t h e  s y st e m  will  b e c o m e  e x cit e d  o wi n g  t o  it s  o w n

ki n eti c  e n e r g y,  r a di at e  li g ht,  a n d  p a s s  i n  t h e  u s u al  w a y  t o  t h e  l o w e r  st at e.

I n p ri n ci pl e, a t w o- p h ot o n m e c h a ni s m i s al s o p o s si bl e, p h ot o n s of b ot h t y p e s

b ei n g r a di at e d si m ult a n e o u sl y. H e n c e, a s i n t h e V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct, a

s y st e m  p o s s e s si n g  a  n at u r al  f r e q u e n c y  of  o s cill ati o n s  will  s p e n d  it s  ki n eti c

e n e r g y  o n  r a di ati o n  at  s u p e r-li g ht  v el o cit y 1 4, 1 5.

T hi s  c a n  b e  f o r m ul at e d  i n  t h e  f oll o wi n g  w a y:  a s  i s  w ell  k n o w n,  m oti o n

at  a  v el o cit y  gr e at er  t h a n  t h at  of  li g ht  i s  i m p o s si bl e  i n  a  v a c u u m.  It  i s  p o s si bl e

i n  a  m e di u m,  b ut  N at u r e  d o e s  n ot  lift  it s  b a n  c o m pl et el y.  A n y  s y st e m  c a-

p a bl e of i nt e r a cti n g wit h r a di ati o n will sl o w d o w n at a s u p e r-li g ht v el o cit y

b y r a di ati n g li g ht.

R a di ati o n  t h r e s h ol d s

It  i s  e vi d e nt  f r o m  t h e  a b o v e  a n al y si s  t h at  t h e  r a di ati o n  s p e ct r u m  i s  d et e r-

mi n e d  b y  t h e  v el o cit y  of  m oti o n  of  t h e  s y st e m v ,  it s  n at u r al  f r e q u e n c y ω Ο

a n d  t h e  p h a s e  v el o cit y  of  li g ht c/ n i n  a  m e di u m  i n  w hi c h  t h e  r a di ati o n  i s

e mitt e d.  B ot h  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  a n d  t h e  D o p pl e r  s u p e r-li g ht  ef-

f e ct a r e p o s si bl e, a s c a n b e s e e n f r o m ( 4) a n d ( 6) if  > 1 . T hi s  o b vi o u s

c o n diti o n  f o r  t h e  t h r e s h ol d  of  t h ei r  a p p e a r a n c e  m e a n s  t h at  t h e  v el o cit y  of

m oti o n s h o ul d e x c e e d t h e p h a s e v el o cit y of li g ht.

T hi s st at e m e nt, c o r r e ct f o r a n i s ot r o pi c m e di u m, d et e r mi n e s t h e t h r e s h ol d

of  e mi s si o n  of  li g ht  of  a  gi v e n  f r e q u e n c y ω f o r  w hi c h  t h e  r ef r a cti o n  i n d e x

e q u al s n (ω ). A s t h e r ef r a cti o n i n d e x d e p e n d s o n f r e q u e n c y, t h e t h r e s h ol d i s

diff e r e nt  f o r  a n ot h e r ω. T hi s  j u stifi e s  r ai si n g  t h e  q u e sti o n  i n  a n ot h e r  w a y:

u n d e r  w h at  c o n diti o n  d o  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  a n d  D o p pl e r  s u p e r-

li g ht eff e ct g e n e r all y b e c o m e p o s si bl e i n a gi v e n m e di u m ?*

D u ri n g r a di ati o n i n a m e di u m t h e r e i s y et a n ot h e r p e c uli a rit y w hi c h li k e-

wi s e a p p e a r s u n d e r c e rt ai n t h r e s h ol d c o n diti o n s. It c o n si st s i n t h e f oll o wi n g.

* F or t h e   r a di ati o n  i n  a n  i s otr o pi c  m e di u m,  t hi s p oi nt  r e g ar di n g

t h e t h r e s h ol d i s el e m e nt a r y, si n c e t h e l att e r i s d et e r mi n e d si m pl y b y t h e m a xi m u m

v al u e a s s u m e d b y t h e r efr a cti o n i n d e x i n t h e gi v e n m e di u m. Of i m p ort a n c e  f or  f urt h er
c o n si d e r ati o n  i s  t h e  f a ct  t h at  f o r  a  f r e q u e n c y  c o r r e s p o n di n g  t o  t h e p h a s e a n d

g r o u p  v el o citi e s  a r e  e q u al  ( s e e  E q.  ( 1 0)),  it  b ei n g  e vi d e nt  t h at  f o r  = 

H e n c e  t h e  f a ct  t h at  t h e  t hr e s h ol d v el o cit y of m oti o n i s e q u al t o t h e p h a s e v el o cit y m e a n s
t h at it i s al s o e q u al t o t h e g r o u p v el o cit y of li g ht.
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E q.  ( 3)  a n d,  n at u r all y,  it s  s e q u el s  ( 4),  ( 5),  a n d  ( 6),  a r e  n ot  li n e a r  wit h

r e s p e ct  t o ω. A s  a  m att e r  of  f a ct,  t h e y  c o nt ai n  t h e  r ef r a cti o n  i n d e x 

w hi c h  i s  a  f u n cti o n  of  t h e  r a di at e d  fr e q u e n c y.  A s  a  r e s ult,  n ot  o n e  b ut  s e v er al

v al u e s of ω, s ati sf yi n g ( 3 ) a r e  p o s si bl e  i n  s o m e  c a s e s  f o r  gi v e n  v al u e s  of Q,

ν, a n d ω Ο . T hi s  m e a n s  t h at  s e v e r al  c o m p o n e nt s  of  diff e r e nt  f r e q u e n c y  m a y

b e r a di at e d si m ult a n e o u sl y i n a gi v e n di r e cti o n. T h e a p p e a r a n c e of s u c h a d-

diti o n al f r e q u e n ci e s, i. e.  of  t h e  s o- c all e d  c o m pl e x  eff e ct s  of  r a di ati o n,  i s

p o s si bl e  o nl y  u n d er  c ert ai n  c o n diti o n s.  T h e y  m a y  ari s e  n ot  o nl y  i n  t h e  s u p er-

li g ht  D o p pl e r  eff e ct  a n d   r a di ati o n,  b ut  al s o  i n  t h e  o r-

di n a r y  D o p pl e r  eff e ct  s u b o r di n at e d  t o  E q. 

L. I. M a n d el st a m w a s t h e fi r st t o d r a w att e nti o n t o t h e f a ct t h at t h e c o n-

diti o n  u n d e r  w hi c h  t h e  c o m pl e x  D o p pl e r  eff e ct  a p p e a r e d 4  w a s  r el at e d  t o

t h e  m a g nit u d e  of  t h e  g r o u p  v el o cit y  of  li g ht.  T h e  st at e m e nt  p r o v e d  t o  b e

of  a  g e n er al  n at ur e s.

If  w e  c o n si d e r  r a di ati o n  i n  t h e  di r e cti o n  of  m oti o n,  t h e n  i n  all  t h e  e n u-

m e r at e d  c a s e s  t h e  c o n diti o n  f o r  a p p e a r a n c e  of  t h e  r a di ati o n  o r  of  it s  n e w

c o m p o n e nt s i s t h at t h e v el o cit y of t h e e mitt e r s h o ul d e q u al t h e g r o u p v el o c-

it y  of  li g ht  f o r  a  f r e q u e n c y  w hi c h  m a y  r a di at e  (i. e.  w hi c h  s ati sfi e s  c o n di-

ti o n  ( 3)).  T hi s  t h r e s h ol d  f r e q u e n c y  s h o ul d  e vi d e ntl y  s ati sf y  E q s.  ( 4),  ( 5),

or  ( 6),  d e p e n di n g o n t h e ki n d of r a di ati o n u n d e r c o n si d e r ati o n.

It i s w ell k n o w n t h at i n a r ef r a cti v e m e di u m t h e t r a n sf e r of r a di ati o n e n-

Fi g. I .



4 5 4 I 9 5 8  I .  M . F  R  A  N  K

e r g y o c c u r s n ot wit h t h e p h a s e b ut p r e ci s el y wit h t h e g r o u p v el o cit y. T h u s

it i s n ot s u r p ri si n g t h at t h e g r o u p v el o cit y of li g ht i s of i m p o rt a n c e f o r t h e

p r o c e s s e s of r a di ati o n i n a m e di u m.

T h e f a ct t h at t h e r a di ati o n t h r e s h ol d i s c o n n e ct e d p r e ci s el y wit h t h e g r o u p

v el o cit y c a n b e e x pl ai n e d b y s o m e si m pl e q u alit ati v e c o n si d e r ati o n s. L et u s

a s s u m e  t h at  t h e  c o n diti o n s  f o r  a p p e a r a n c e  of  t h e  r a di ati o n  h a v e  b e e n  f ul-

fill e d. R a di ati o n a ri s e s a n d c a r ri e s e n e r g y a w a y f r o m t h e e mitt e r. S u p p o s e

f u rt h e r m o r e, t h at t h e v el o cit y of m oti o n c h a n g e s, a n d a p p r o a c h e s t h e t h r e s h-

ol d v el o cit y. W h e n t h e t h r e s h ol d i s att ai n e d, t h e r a di ati o n s h o ul d di s a p p e a r,

i. e.  r e m o v al  of  e n e r g y  f r o m  t h e  e mitt e r  c e a s e s.  W h e n  t h e  v el o cit y  of  m o-

ti o n  e q u al s  t h e  g r o u p  v el o cit y  of  li g ht,  t hi s  will  a ct u all y  t a k e  pl a c e,  si n c e

t h e r e o c c u r s si m pl y a t r a n sf e r of e n e r g y t o g et h e r wit h t h e e mitt e r.

T h e  c o n diti o n  of  a p p e a r a n c e  of  t h e  c o m pl e x  eff e ct  m a y  b e  e a sil y  d et e r-

mi n e d  b y  a n al y si n g  t h e  c h a rt  i n  Fi g. I. T h e  c u r v e  i n  Fi g. I r e p r e s e nt s  d e-

p e n d e n c e  of  t h e  m a g nit u d e  of  w a v e  v e ct o r  =  o n t h e f r e q u e n-

c y  f o r  s o m e  i m a gi n a bl e  m e di u m.  I n  a d diti o n  t o  c u r v e  Fi g. I c o nt ai n s

t h r e e st r ai g ht li n e s w h o s e e q u ati o n s a r e

v  c o s 

a,  = 
v  c o s 

  = 
v  c o s 

( 7 )

( 8 )

( 9 )

T h e  p oi nt s  w h e r e  t h e  st r ai g ht  li n e s  c r o s s  t h e  c u r v e  s e e m  t o  d et e r mi n e  at

o n c e t h e f r e q u e n ci e s s ati sf yi n g E q s. ( 4), ( 5 ), a n d ( 6) r e s p e cti v el y.

T h e  t a n g e nt  of  t h e  a n gl e  of  i n cli n e  of  t h e  st r ai g ht  li n e s a o, a1 , a2 t o a xi s ω

a p p a r e ntl y  e q u al s  c o s Q. L et  u s  a s s u m e,  i n  a c c o r d a n c e  wit h  Fi g. I, t h at

c o s   o,  t h at  i s, 

T h e  n at u r e  of  i nt e r s e cti o n  of  t h e  st r ai g ht  li n e s  a  wit h  c u r v e   m a y

diff e r.  If  w e  m o v e  al o n g  t h e  st r ai g ht  li n e  i n  t h e  di r e cti o n  of  i n c r e a s e d ω,

t h e  st r ai g ht  li n e  m a y  g o  o v e r  at  t h e  p oi nt  of  i nt e r s e cti o n  f r o m  t h e  r e gi o n

u n d e rl yi n g  t h e  c u r v e  ( R e gi o n  I)  i nt o  t h e  r e gi o n  a b o v e  t h e  c u r v e  ( R e gi o n

II).  T hi s  t a k e s  pl a c e  if  t h e  sl o p e  of  t h e  t a n g e nt  t o  c u r v e  k( o),  i. e.  i s

l e s s  t h a n  =  c o s   ( s e e,  f o r  e x a m pl e,  p oi nt  A,  o n  t h e  st r ai g ht  li n e  a,  ).
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O n  t h e  c o nt r a r y,  if  > c o s   t h e n  t h e r e  i s  a  t r a n sf e r  f r o m  R e gi o n

II  i nt o  R e gi o n  I  at  t h e  p oi nt  of  i nt e r s e cti o n.  Fi n all y,  =   c o s 

t a k e s pl a c e at t h e p oi nt of t a n g e n c y.

A s  c a n  b e  e a sil y  p r o v e d,  t h e  sl o p e  of  t h e  t a n g e nt  t o  c u r v e k (ϖ )  i s  e q u al

t o  t h e  r e ci p r o c al  of  t h e g r o u p  v el o cit y  of  li g ht.  I n d e e d,  w h e n  t h e r e  i s  n o

a b s o r pti o n, t h e g r o u p v el o cit y W, a s i s w ell k n o w n, s ati sfi e s t h e r el ati o n s hi p

H e n c e, t h e g r o u p v el o cit y of li g ht f o r f r e q u e n ci e s w hi c h c a n b e r a di at e d i s

r el at e d t o t h e v el o cit y of m oti o n v  a n d c o s   b y  t h e  r el ati o n s hi p s*

t r a n siti o n  f r o m  I  i nt o  II

t r a n siti o n  f r o m  II  i nt o  I ( 1 2)

t a n g e n c y ( 1 3)

At  s uffi ci e ntl y  l ar g e ϖ ,  t h e  q u a ntit y W b e c o m e s  e q u al  t o c. I n d e e d,  t h e  r efr a c-

ti o n  i n d e x  t e n d s  t o  u nit y,  a n d  h e n c e  c ur v e   a p pr o a c h e s  a  str ai g ht

li n e wit h a sl o p e of 

T h e  st r ai g ht  li n e s a   ri s e  m o r e  a b r u ptl y  si n c e v   <   a n d  c o n s e q u e ntl y

I
- -
v  c o s c

H e n c e, all t h e t h r e e st r ai g ht li n e s a  at g r e at ω a r e i n R e gi o n II.

T hi s  e nt ail s  a  n u m b e r  of  c o n s e q u e n c e s.  Fi r st  of  all,  it  i s  e vi d e nt  t h at  t h e

st r ai g ht  li n e  a 1   will  n e c e s s a ril y  c r o s s  c u r v e k (ω ),  i. e.  E q.  ( 5),  a s  h a s  al r e a d y

* T h e m a g nit u d e d et e r mi n e d b y ( 1 0 ) h a s t h e m e a ni n g of t h e g r o u p v el o cit y of li g ht

o nl y  w h e n  t h e r e  i s  n o  st r o n g  a b s o r pti o n,  i. e.  i n  t h o s e  r e gi o n s  of  t h e  s p e ct r u m  f o r

w hi c h t h e m e di u m i s t r a n s p a r e nt. T h e p a rt of c u r v e k (ω ) c o r r e s p o n di n g t o t h e r e gi o n

of  a n o m al o u s  di s p er si o n,  i n  w hi c h  t h er e  i s  u n q u e sti o n a bl e  di s p er si o n,  i s  s h o w n  i n  Fi g.

1 b y  a  d ott e d  li n e.  T h e  p e c uli ariti e s  of  r a di ati o n  f or  fr e q u e n ci e s  g etti n g  i nt o  t hi s  r e gi o n

c all  f or  s p e ci al  c o n si d er ati o n.
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b e e n  n ot e d,  m u st  al w a y s  h a v e  a  s ol uti o n.  A s  a  m att e r  of  f a ct,  t h e  st r ai g ht

li n e  a,  p a s s e s  t h r o u g h  p oi nt ω = ω Ο l yi n g  o n  t h e  a xi s  of  a b s ci s s a e,  w hi c h

m e a n s  t h at  t h e  st r ai g ht  li n e  m u st  g o  o v e r  s o m e w h e r e  f r o m  R e gi o n  I  i nt o

R e gi o n  II.  M o r e o v e r,  it  m e a n s  t h at  at  a n y  r at e  a  f r e q u e n c y  i s  r a di at e d  f o r

w hi c h  i n e q u alit y  ( II)  c o r r e s p o n di n g  t o  a  t r a n siti o n  f r o m  I  i nt o  II  i s  a p-

pli c a bl e.

T h e  st r ai g ht  li n e s a O a n d a 2 a s  mi g ht  h a v e  b e e n  e x p e ct e d,  d o  n ot  al w a y s

cr o s s c ur v e  T hi s r e q ui r e s t h at t h ei r i n cli n e t o t h e a b s ci s s a a xi s s h o ul d

b e s uffi ci e ntl y s m all. T hi s m e a n s t h at t h e v el o cit y s h o ul d b e hi g h a n d a n gl e

Q s h o ul d n ot b e l a r g e.

At g r e at ω b ot h t h e s e st r ai g ht li n e s al s o p r o v e t o b e i n R e gi o n II. It f oll o w s

f r o m t hi s t h at if t h e r e a r e c r o s si n g s t h e n at a n y r at e, t h e l a st of t h e m w hi c h

d et er mi n e s  t h e  hi g h e st  of  t h e  r a di at e d  fr e q u e n ci e s  c orr e s p o n d s  t o  a  tr a n siti o n

f r o m  R e gi o n  I  i nt o  R e gi o n  II.  T h e  r e s ult  i s  t h e n  a g ai n  t h at  t h e r e  i s  a  f r e-

q u e n c y  i n  t h e  r a di ati o n,  f o r  w hi c h  i n e q u alit y  ( II)  i s  v ali d.  F o r  f o r w a r d

r a di ati o n,  i. e. Q =  o,  t hi s  m e a n s  t h at  t h e r e  i s  a  c o m p o n e nt  f o r  w hi c h  v

< W a n d, c o n s e q u e ntl y, f o r at l e a st a p a rt of t h e r a di ati o n, e n e r g y i s p r o p-

a g at e d at a hi g h e r v el o cit y t h a n t h at of t h e s o u r c e of li g ht s.

It al s o f oll o w s f r o m t h e a b o v e t h at if t h e r e i s a f r e q u e n c y s ati sf yi n g c o n-

diti o n ( 1 2) (f o r  i n st a n c e  c o r r e s p o n di n g  t o  p oi nt  B 1 o n  t h e  st r ai g ht  li n e  a,),

t h e c o m p o siti o n of t h e r a di ati o n will i nf alli bl y b e c o m pl e x, si n c e t h e r e m u st

b e  a  f r e q u e n c y  o r  f r e q u e n ci e s  s ati sf yi n g  c o n diti o n  ( II). (I n t h e g e n e r al c a s e

t h e n u m b e r of p o s si bl e c r o s si n g s f o r t h e st r ai g ht li n e a, i s al w a y s o d d, a n d

f o r t h e st r ai g ht li n e a 2 al w a y s  e v e n.)

T h e  b o u n d a r y  of  t h e  a p p e a r a n c e  of  r a di ati o n  o r  of  n e w  c o m p o n e nt s  of

r a di ati o n  i s  e vi d e ntl y  r e pr e s e nt e d  b y  a  c a s e  w h e n  t h e  c orr e s p o n di n g  str ai g ht

li n e  a  b e gi n s  t o  t o u c h  c u r v e  k( o).  T hi s  m e a n s  t h e  f ulfil m e nt  of  E q.  ( 1 3).

Wit h Q = o w e o bt ai n, i n a g r e e m e nt wit h t h e a b o v e, v = W f o r  t h e  t h r e s h-

ol d f r e q u e n c y.

T h e  d ott e d  li n e  a’  i n  Fi g. I c o r r e s p o n d s  t o  t h e  t h r e s h ol d  of  a p p e a r a n c e

of  t h e  c o m pl e x  eff e ct  f o r  t h e  o r di n a r y  D o p pl e r  eff e ct.  A s  s e e n  f r o m  t h e

fi g u r e,  t h e  f r e q u e n c y  b e gi n s  t o  s plit  w h e n  t h e  sl o p e  of  t h e  st r ai g ht  li n e  a 1

i n c r e a s e s  i n  c o m p a ri s o n  wit h  t h at  of  t h e  d ott e d  li n e.  T hi s  m e a n s  t h at  t h e

c o m pl e x  D o p pl e r  eff e ct  a ri s e s  i n  t hi s  c a s e  n ot  w h e n  t h e  v el o cit y  i n c r e a s e s

i n c o m p a ri s o n wit h t h e t h r e s h ol d v el o cit y, b ut, q uit e t h e c o nt r a r y, w h e n it

d e c r e a s e s  o r  w h e n  t h e  a n gl e  b e c o m e s  l a r g e r  (it  i s  w o rt h  r e c alli n g  t h at  t h e

t a n g e nt  of  t h e  i n cli n e  of  t h e  str ai g ht  li n e  a,  e q u al s  c o s   T hi s  i s  e x pl ai n e d

b y  t h e  f a ct  t h at  t h e  c o m pl e x  D o p pl er  eff e ct  t a k e s  pl a c e  h er e  o nl y  wit hi n  s o m e
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r a n g e of v el o citi e s o r a n gl e s, a n d t h e d ott e d li n e c o r r e s p o n d s t o t h e u p p e r,

a n d n ot t h e l o w e r t h r e s h ol d of t h e eff e ct.

It h a s b e e n a s s u m e d u p till n o w t h at a n gl e Q i s a c ut e, i. e. t h at t h e p r o d u ct

v c o s Q i s p o siti v e. W h at w a s s ai d a b o v e r e g a r di n g t h e c o m pl e x D o p pl e r ef-

f e ct m a y al s o b e a p pli e d t o t h e c a s e of o bt u s e a n gl e s Q b ut  i n  t hi s  c a s e  n e g ati v e

g r o u p v el o cit y will h a v e t o b e t a k e n i nt o c o n si d e r ati o n. It a p p e a r s t h at t h e

t h r e s h ol d  f o r  t h e  a p p e a r a n c e  of  t h e  c o m pl e x  D o p pl e r  eff e ct,  wit h Q > 

i s  d et e r mi n e d  b y  E q. ( 1 3). Q  u a ntit y c o s Q i s n e g ati v e i n t hi s c a s e, t h e r ef o r e

E q.  ( I 3)  i s  v ali d  o nl y  w h e n  t h e  q u a ntit y W i s  l e s s  t h a n  z e r o.  T h e  i m p o rt

of  n e g ati v e  g r o u p  v el o cit y  f o r  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  w a s  fi r st  i n-

v e sti g at e d  b y  P af o m o v 1 6, 1 2 b w h o p oi nt e d o ut t h at s u c h a c a s e s h o ul d b e r e al

i n a ni s ot r o pi c m e di a*. T hi s i s a v e r y i nt e r e sti n g c a s e. W e a r e a c c u st o m e d t o

t h e i d e a t h at t h e V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n i s di r e ct e d f o r w a r d at a n a c ut e

a n gl e. T hi s i s, h o w e v e r, c o r r e ct o nl y if t h e g r o u p v el o cit y i s p o siti v e. If it i s

n e g ati v e, t h e pi ct u r e i s q uit e diff e r e nt.

Fi g.  2 a  s h o w s  s c h e m ati c all y  t h e  o r di n a r y  c a s e  of  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v

r a di ati o n. T h e p h a s e v el o cit y f o r r a di at e d li g ht u = c/ n f o r m s i n t hi s c a s e a n

* T hi s i s r el at e d t o t h e f a ct t h at i n a n a ni s ot r o pi c m e di u m t h e di r e cti o n of t h e g r o u p

v el o cit y d o e s n ot c oi n ci d e wit h t h at of t h e p h a s e v el o cit y. T hi s q u e sti o n i s t r e at e d i n

t h e n e xt s e cti o n of t h e l e ct u r e.

Fi g. 2.
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a c ut e  a n gl e Q wit h  t h e  di r e cti o n  of  v el o cit y  v.  T h e  e q u ati o n  of  el e ct r o-

d y n a mi c s al s o p e r mit s of t h e s ol uti o n s c h e m ati c all y r e p r e s e nt e d i n Fi g. 2 b.

T h e  di r e cti o n  of  p h a s e  v el o cit y,  i. e.  t h e  di r e cti o n  of  w a v e  p r o p a g ati o n

f o r m s i n t hi s c a s e, t o o, t h e s a m e a c ut e a n gl e Q wit h  a  v el o cit y  v e ct o r.  T h e

w a v e s  d o  n ot,  h o w e v e r,  c o m e  f r o m  t h e  e mitt e r,  b ut  t o w a r d s  it.  T h e  fi r st

c a s e  i s  i nt er pr et e d  a s  a  r a di ati o n  of  w a v e s,  a n d  t h e  s e c o n d  a s  t h eir  a b s or pti o n.

If  t h e r e  i s  n o  s o u r c e  of  e n e r g y f e e di n g  t h e  w a v e s,  fl o wi n g  t o  t h e  e mitt e r,

t h e n  t h e  c a s e  of  Fi g.  2 b  i s  n ot  r e ali z a bl e  a n d  t h e  c o r r e s p o n di n g  s ol uti o n

i s  r ej e ct e d.  B ut  t hi s  i s  c o r r e ct  o nl y  if  t h e  g r o u p  v el o cit y  i s  p o siti v e,  i. e.  if

it s  di r e cti o n  c oi n ci d e s  wit h  t h at  of  p h a s e  v el o cit y  ( s e e  v e ct o r W i n  Fi g s.

2 a a n d 2 b). T h e di r e cti o n of t h e e n e r g y fl u x c oi n ci d e s i n t hi s c a s e wit h t h e

di r e cti o n  of  p h a s e  v el o cit y  a n d,  c o n s e q u e ntl y  2 a  r e all y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e

r a di ati o n  of  t h e  w a v e s,  a n d  2 b  t o  t h ei r  a b s o r pti o n.  I n  a  m e di u m  wit h  a

n e g ati v e  g r o u p  v el o cit y,  v e ct o r W i s  s o  di r e ct e d  a s  t o  m e et  v e ct o r u (t h e

m e di u m  i s  c o n si d e r e d  o pti c all y  i s ot r o pi c,  a n d  h e n c e  v e ct o r s u a n d W m a y

b e  o nl y  p a r all el  o r  a nti- p a r all el).  T h e r ef o r e,  wit h W <  o,  Fi g.  2 c  c o r r e-

s p o n d s t o r a di ati o n of e n e r g y, a n d 2 d t o it s a b s o r pti o n. H e n c e, if t h e g r o u p

v el o cit y i s n e g ati v e, t h e di r e cti o n of t h e e n e r g y fl u x of t h e V a vil o v- C e r e n k o v

r a di ati o n f o r m s a n o bt u s e a n gl e Q 1 = π  Q wit h t h e di r e cti o n of t h e v el o c-

it y, a n d t h e m oti o n of t h e w a v e s i s di r e ct e d n ot f r o m t h e p a rti cl e, b ut, q uit e

t h e  c o nt r a r y,  t o w a r d s  it.* A si mil a r a n al y si s c a n al s o b e m a d e of a n e mitt e r

wit h  a  n at u r al  f r e q u e n c y ω o, m o vi n g  i n  a  m e di u m  wit h  a  n e g ati v e  g r o u p

v el o ci t y 5, 1 2 b .

It c a n b e s e e n f r o m t h e a b o v e t h at m a n y s u b st a nti al p e c uli a riti e s of r a di a-

ti o n i n a r ef r a cti v e m e di u m a r e a ct u all y r el at e d n ot o nl y t o t h e m a g nit u d e

of t h e p h a s e v el o cit y of li g ht, b ut al s o t o t h e g r o u p v el o cit y of li g ht. It m a y

b e e x p e ct e d t h at t h e r ol e of t h e g r o u p v el o cit y of li g ht will r e v e al it s elf m o st

di sti n ctl y i n a ni s ot r o pi c m e di a i n w hi c h t h e di r e cti o n s u a n d W f o r m  s o m e

a n gl e wit h o n e a n ot h e r.

R a di ati o n  i n  o pti c all y  a nis otr o pi c  me di a

R a di ati o n of a li g ht s o u r c e m o vi n g i n a c r y st al s h o ul d p o s s e s s a n u m b e r of

f e at u r e s  a s  c o m p a r e d  wit h  t h at  i n  i s ot r o pi c  m e di a.  I nt e r e st  i n  t hi s  r a n g e  of

* T h e a n al y si s gi v e n i n Fi g. 2 i s si mil a r i n m a n y w a y s t o t h e e x a m pl e gi v e n i n L. I.

M a n d el st a m’ s l e ct u r e s o n t h e r ef r a cti o n of li g ht b y a m e di u m wit h a n e g ati v e g r o u p

v el o cit y ( C olle cte d W or ks b y L. I. M a n d el st a m, V ol. 5, p. 4 6 3 ).
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p r o bl e m s  h a s  e n h a n c e d  r e c e ntl y  i n  c o n n e cti o n  wit h  t h e  st u di e s  of  t h e  p r o-

c e s s e s  i n  pl a s m a*. A s t o p r o p a g ati o n of w a v e s, a pl a s m a pl a c e d i n a m a g n eti c

fi el d i s si mil a r t o a u ni a xi al g y r ot r o pi c c r y st al.

T h e V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct i n c r y st al s w a s fi r st i n v e sti g at e d t h e o r eti c all y

b y  V.  L. Gi n z b u r g
1 3 a n d  t h e n  b y  ot h e r  i n v e sti g at o r s  ( s e e,  f o r  e x a m pl e,

r e vi e w
8
).  It  h a s  n ot,  h o w e v e r,  b e e n  st u di e d  e x p e ri m e nt all y  t o  t hi s  d a y.

T h e  e q u ati o n  d et e r mi ni n g  t h e  r a di at e d  f r e q u e n c y ω r e m ai n s t h e s a m e a s

i n  a n  i s ot r o pi c  m e di u m,  i. e., ω i s  d et e r mi n e d  b y  E q.  ( 4).  T h e  m a g nit u d e

of t h e r ef r a cti o n i n d e x n i n t h e c a s e of a n a ni s ot r o pi c m e di u m d e p e n d s, h o w-

e v e r, n ot o nl y o n t h e f r e q u e n c y of li g ht, b ut al s o o n t h e a n gl e a n d p ol a ri z a-

ti o n.  T h e  r e s ult  i s  t h at  f o r  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  r a di ati o n  t h e  c o n e  of  n o r-

m al s t o t h e w a v e s u rf a c e s i s n ot ci r c ul a r i n t hi s c a s e, a s i n a n i s ot r o pi c m e-

di u m, b ut m a y h a v e q uit e a n o d d s h a p e. T h u s t h e di r e cti o n of v el o cit y d o e s

n ot  n e c e s s a ril y  c oi n ci d e  wit h  t h e  a xi s  of  t h e  c o n e,  a n d  i n  s o m e  c a s e s  m a y

e v e n  li e  b e y o n d  t h e  c o n e 1 6 .

A n ot h e r  p e c uli a rit y  i s  r el at e d  t o  p ol a ri z ati o n  of  t h e  li g ht.  T h e 

 r a di ati o n i s al w a y s p ol a ri z e d. A s a r ul e, p ol a ri z ati o n of t h e li g ht

i n  t hi s  p h e n o m e n o n  d o e s  n ot  att r a ct  att e nti o n,  si n c e  it  h a s  n ot  b e e n  u s e d

s o  f a r  i n  p r e s e nt- d a y  p r a cti c al  a p pli c ati o n  of  t h e  r a di ati o n.  H o w e v e r,  f r o m

t h e vi e w p oi nt of t h e m e c h a ni s m of t h e p h e n o m e n o n, p ol a ri z ati o n i s hi g hl y

i m p o rt a nt.  It  i s  w o rt h  m e nti o ni n g,  f o r  e x a m pl e,  t h at  t h e  r a di ati o n  of  a

m a g n eti c  c h a r g e,  if  it  e xi st s  at  all,  c o ul d  b e  di sti n g ui s h e d  at  o n c e  f r o m  t h e

r a di ati o n  of  a n  el e ct ri c  c h a r g e,  si n c e  i n  t hi s  c a s e  t h e  m a g n eti c  a n d  el e ct ri c

v e ct o r s c h a n g e pl a c e s. T h e q u e sti o n of p ol a ri z ati o n of li g ht i s al s o of i m p o r-

t a n c e f o r t h e q uit e r e al c a s e of r a di ati o n of di p ol e s a n d m ulti p ol e s, t h o u g h

it h a s n ot y et b e e n st u di e d e x p e ri m e nt all y.

T h e  r ol e  of  p ol a ri z ati o n  i s  m a nif e st e d  m o st  di sti n ctl y  i n  a n  a ni s ot r o pi c

m e di u m. Fi r st of all, o n e c a n o bt ai n h e r e, d e p e n di n g o n t h e p ol a ri z ati o n of

t h e  r a di at e d  li g ht,  n ot  o n e,  b ut  t w o  c o n e s  of  w a v e  n o r m al s  c o r r e s p o n di n g

t o s o- c all e d o r di n a r y a n d e xt r a o r di n a r y r a y s i n a u ni a xi al c r y st al. M o r e o v e r,

t h e di st ri b uti o n of t h e r a di ati o n i nt e n sit y i s a c o m pl e x f u n cti o n of t h e a n gl e s

a n d  i s  r el at e d  t o  p ol a ri z ati o n  of  t h e  li g ht.  T h e  f ulfil m e nt  of  c o n diti o n  ( 4)

d o e s n ot s uffi c e t o b ri n g a b o ut r a di ati o n, si n c e t h e i nt e n sit y of t h e w a v e s of

a  gi v e n  p ol a ri z ati o n  m a y  p r o v e  t o  e q u al  z e r o.  F o r  e x a m pl e,  if  a  p a rti cl e

m o v e s i n t h e di r e cti o n of t h e a xi s of a u ni a xi al c r y st al, t h e c o n e of o r di n a r y

r a y s m u st di s a p p e a r i n t h e r a di ati o n 8 .

* S o m e of t h e p r o bl e m s c o n n e ct e d wit h pl a s m a a r e d e alt wit h i n I. E. T a m m’ s N o b el

L e ct u r e, s e e t hi s b o o k, p. 4 7 0.



4 6 0 1 9 5 8   I .  M . F  R  A  N  K

T h e t hi r d p e c uli a rit y i s r el at e d t o t h e f a ct t h at i n a n a ni s ot r o pi c m e di u m

t h e  di r e cti o n  of  t h e  r a y,  i. e.  t h e  di r e cti o n  of  a  n a r r o w  b e a m  of  li g ht,  d o e s

n ot, g e n e r all y s p e a ki n g, c oi n ci d e wit h t h e n o r m al t o t h e w a v e s u rf a c e. T h e r e

e xi st s u c h di r e cti o n s of r a y s i n a c r y st al, f o r w hi c h t h e n o r m al t o t h e w a v e

s u rf a c e f o r m s s o m e a n gl e α wit h t h e r a y ( s e e Fi g. 3 ).

T h e v el o cit y at w hi c h t h e p h a s e of t h e w a v e p r o p a g at e s i n t h e di r e cti o n

of  t h e  r a y,  a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  Fi g. 3, i s ti m e s gr e at er    t h a n  t h e  p h a s e

v el o cit y,  i. e.   =  =   c o s   W e  s h all  c all u’ t h e  v el o cit y  of  t h e

w a v e s  al o n g  t h e  r a y.  It  s h o ul d  n ot  b e  c o nf u s e d  wit h  t h e  g r o u p  v el o cit y  of

li g ht,  i. e.  wit h  ht e v el o cit y  of  t r a n sf e r  of  li g ht  e n e r g y  w hi c h,  n at u r all y

e n o u g h, i s al s o di r e ct e d al o n g t h e r a y. T h e g r o u p v el o cit y e q u al s v el o cit y u’

o nl y u n d e r t h e c o n diti o n t h at t h e r e i s n o di s p e r si o n of li g ht i n t h e m e di u m.

I n d e e d, t h e v el o cit y of t h e w a v e s al o n g t h e r a y d o e s n ot d e p e n d i n t hi s c a s e

o n f r e q u e n c y, a n d h e n c e t h e g r o u p of w a v e s m o v e s wit h t h e s a m e v el o cit y.

T h e  v el o cit y  of  t h e  w a v e s  al o n g  t h e  r a y  i s  i m p ort a nt  f or  r a di ati o n  i n  a ni s o-

t r o pi c  m e di a.  L et  u s  c o n si d e r  i n  t hi s  c o n n e cti o n  t h e  t h r e s h ol d  v el o cit y  f o r

t h e  a p p e a r a n c e  of  t h e  eff e ct. T h e a s s e rti o n t h at t h e 

  r a di ati o n  f o r  a  li g ht  of  f r e q u e n c y ω a ri s e s  at  a  v el o cit y

g r e at e r  t h a n  t h e  p h a s e  v el o cit y  of  li g ht  wit h  t h e  gi v e n  f r e q u e n c y  i m pli e s

Fi g.  3.
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t h at  t h e  m e di u m  i s  i s ot r o pi c.  If  t hi s  st at e m e nt  b e  c o n si d e r e d  a p pli c a bl e  t o

a ni s ot r o pi c m e di a ( w hi c h, a s will b e s e e n b el o w, i s n ot al w a y s t h e c a s e), it

i s n e c e s s a r y, at l e a st, t o i n di c at e wit h w hi c h di r e cti o n of t h e p h a s e v el o cit y

t h e  v el o cit y  of  m oti o n  i s  t o  b e  c o m p a r e d.

E q.  ( 4),  i. e. ( v n/ C ) c o s Q = I,  i s  al s o  v ali d  f o r  a ni s ot r o pi c  m e di a,  a n d

i n t hi s c a s e c/ n = u i s t h e p h a s e v el o cit y f o r t h e gi v e n di r e cti o n of t h e n o r m al

t o  t h e  w a v e,  f o r mi n g  a n gl e Q wit h  v e ct o r   A s  i s  w ell  k n o w n,  w h e n  t h e

v el o cit y a p p r o a c h e s t h r e s h ol d v el o cit y i n a n i s ot r o pi c m e di u m, a n gl e Q d e-

c r e a s e s t o z e r o, i. e., t h e c o n e of w a v e n o r m al s i s c o m p r e s s e d i n t h e di r e cti o n

 I n a c r y st al, t h e c o n e of w a v e n o r m al s i s li k e wi s e c o m p r e s s e d i n t hi s c a s e

t o w a r d s  s o m e  a xi s  w hi c h,  a s  a  r ul e  d o e s  n ot,  h o w e v e r,  c oi n ci d e  wit h  If

t hi s a xi s i s r e p r e s e nt e d b y t h e di r e cti o n of t h e v el o cit y, t h e t h r e s h ol d Q = o

a n d t h e n w e o bt ai n f r o m ( 4) t h at ν, = c/ n w h e r e c/ n i s a s s u m e d f o r t h e di r e c-

ti o n  =   c oi n ci di n g  wit h   H e n c e,  =   T hi s  r el ati o n s hi p  a ct u all y

p r o v e s  t o  b e  c o r r e ct  f o r  b o u n d a r y  v el o cit y  i n  t h e  u s u al  c a s e s  of  m oti o n  i n

a  u ni a xi al  c r y st al  p a r all el  o r  p e r p e n di c ul a r  t o  t h e  o pti c al  a xi s.  It  h a s  n ot,

h o w e v e r, b e e n st r e s s e d t h at it c a n n ot al w a y s b e a p pli e d.

It  m a y  b e  s h o w n  t h at  t h e  g e n e r al  c o n diti o n  f o r  t h e  a p p e a r a n c e  of  t h e

V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n of f r e q u e n c y ω s h o ul d b e f o r m ul at e d i n t h e f ol-

l o wi n g  w a y.  T h e  t h r e s h ol d  v el o cit y  of  t h e  s o u r c e  of  li g ht  s h o ul d  e q u al  t h e

v el o cit y of w a v e s al o n g t h e r a y i n t h e di r e cti o n of m oti o n. I n ot h e r w o r d s,

t h e  t h r e s h ol d  v el o cit y  = F o r  t h e  t h r e s h ol d  v el o cit y,  t h e  di r e cti o n  of

t h e  r a y  c oi n ci d e s  wit h   a n d  n ot  t h e  n o r m al  t o  t h e  w a v e  w hi c h  f o r m s  a n

a n gl e α wit h   H e n c e  i n  t h e  g e n e r al  c a s e,  t h e  t h r e s h ol d  v al u e  i s Q = α

I n  a  s p e ci al  c a s e,  w h e n  t h e  di r e cti o n  of  t h e  r a y  c oi n ci d e s  wit h  t h e  w a v e

n o r m al  i n  a n  a ni s ot r o pi c  m e di u m,  i. e.,  = o;  =   T h e n  w e  h a v e  3  = 

f o r t h e t h r e s h ol d v el o cit y. Fi n all y, i n a n i s ot r o pi c m e di u m, w h e r e t h e p h a s e

v el o cit y  of  li g ht c/ n i s  t h e  s a m e  i n  all  di r e cti o n s,  it  i s  p o s si bl e  t o  g o  o v e r

f r o m  v e ct o r s  t o  s c al a r  q u a ntiti e s,  w hi c h  m e a n s  t h at  v  = u. H e n c e  t h e  w ell-

k n o w n st at e m e nt t h at t h e v el o cit y e q u al t o t h e p h a s e v el o cit y of li g ht i s t h e

t h r e s h ol d v el o cit y, h a s a li mit e d fi el d of a p pli c ati o n. It i s a s p e ci al c a s e of a

m o r e  g e n e r al  c o n diti o n.

T h e a b o v e i s e a s y t o e x pl ai n b y u si n g t h e H u y g e n s p ri n ci pl e f o r pl otti n g

t h e  w a v e  s urf a c e  of  r a di ati o n.  T hi s  pr o c e d ur e  i s  still  g e n er all y  u s e d  at  pr e s e nt

t o  d e s c ri b e  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  eff e ct  i n  a n  el e m e nt a r y  w a y,  a n d  at  t h e

ti m e it w a s o n e of t h e g ui di n g i d e a s i n t h e c r e ati o n of it s t h e o r y. T hi s m et h-

o d c a n b e e a sil y a p pli e d t o t h e c a s e of a n a ni s ot r o pi c m e di u m.

T h e H u y g e n s p ri n ci pl e i s f r e q u e ntl y u s e d i n c r y st al o pti c s t o e x pl ai n t h e
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p e c uli a riti e s  of  b e h a vi o u r  of  t h e  s o- c all e d  e xt r a o r di n a r y  r a y  d u ri n g  t h e  r e-

f r a cti o n of li g ht. T h e w a v e s u rf a c e i s f o u n d b y t h e H u y g e n s p ri n ci pl e a s a n

e n v el o p e of t h e w a v e s e mitt e d f r o m s e p a r at e p oi nt s. W h e r e a s, h o w e v e r, f o r

a n  i s ot r o pi c  m e di u m  a  s p h e r e  of  r a di u s r = ( c/ n)  t i s  pl ott e d  a r o u n d  e v e r y

p oi nt ,  w h e r e t i s  t h e  ti m e  of  m o v e m e nt  of  t h e  w a v e s,  a  c r y st al  c all s  f o r  a

diff e r e nt a p p r o a c h. Of i m p o rt a n c e i s t h e di st a n c e c o v e r e d b y t h e w a v e f r o m

a gi v e n p oi nt i n t h e gi v e n di r e cti o n of t h e r a y. T h e di st a n c e e q u al s t h e v el o c-

it y  of  t h e  w a v e s  al o n g  t h e  r a y,  m ulti pli e d  b y  ti m e t, i. e.   T h e r ef o r e,  t h e

u n k n o w n q u a ntit y i s r e p r e s e nt e d b y t h e e n v el o p e of t h e s o- c all e d s u rf a c e s

of  t h e  r a y s  pl ott e d  a r o u n d  e v e r y  s o u r c e  of  w a v e s  a n d  d et e r mi n e d  b y  t h e

e q u ati o n  = 

L et u s  a p pl y  t h e  H u y g e n s  pri n ci pl e  t o  t h e  c a s e  of   r a di a-

ti o n i n a u ni a xi al c r y st al. T h e v el o cit y of t h e o r di n a r y a n d e xt r a o r di n a r y r a y s

i s n ot t h e s a m e h e r e a n d, t h e r ef o r e, g e n e r all y s p e a ki n g, t w o c o n e s of w a v e s

a r e  o bt ai n e d.  I n  o r d e r  n ot  t o  e n c u m b e r  t h e  d r a wi n g,  t h e y  a r e  s h o w n  o n

s e p a r at e Fi g s. 4 a n d 5. W e h a v e t o c o n si d e r e a c h p oi nt of t h e p a rti cl e t r aj e c-

t o r y a s a s o u r c e of w a v e s. I n t hi s c a s e t h e w a v e p h a s e i s d et e r mi n e d b y t h e

i n st a nt of p a s s a g e of t h e p a rti cl e t h r o u g h a gi v e n p oi nt. L et u s a s s u m e t h at

at  m o m e nt t =  - t 3 t h e  e mitt e r  w a s  at  p oi nt  A
3
,  at  m o m e nt t =  - t 2 a t

p oi nt  A 2   at  m o m e nt t = - t 1 at  A 1 ,  a n d,  fi n all y,  at  t h e  m o m e nt  of  o b s e r v a-

ti o n t =  0  at  p oi nt  A 0 .

F or  or di n ar y  r a y s,  t h e  v el o cit y  of  t h e  w a v e s  al o n g  t h e  r a y,  a s  i n  a n  i s otr o pi c

m e di u m, i s e q u al t o t h e p h a s e v el o cit y of li g ht c/ n a n d d o e s n ot d e p e n d o n

t h e  di r e cti o n.  T h e  s u rf a c e s  of  t h e  r a y s  a r e  si m pl y  s p h e r e s  w h o s e  r a dii  f o r

p oi nt s  A 3 ,  A2 ,  A1   a n d  A0   a r e ( c/ n) t 3 , ( c/ n)  t2 ,  ( c/ n)  t, a n d  0  r e s p e cti v el y

( s e e  Fi g.  4).  T h e  e n v el o p e  of  t h e s e  s p h e r e s  e vi d e ntl y  r e p r e s e nt s  a  c o n e  of

Fi g. 4. Fi g.  4 a.
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ci r c ul a r c r o s s s e cti o n wit h t h e a p e x at A 0 *. It s g e n e r at ri c e s l yi n g i n t h e pl a n e

of  t h e  d r a wi n g  a r e  A o B  a n d  A o B’.

A c c o r di n g t o t h e H u y g e n s p ri n ci pl e, t h e di r e cti o n s of t h e r a y s a r e d efi n e d

b y t h e r a di u s v e ct o r s d r a w n f r o m s o m e c e nt r e of t h e w a v e s t o t h e p oi nt of

t a n g e n c y  wit h  t h e  e n v el o p e.  F o r  e x a m pl e,  i n  Fi g.  4  it  i s  A 3 B o r A 3 B’  c oi n-

ci di n g wit h t h e g e n e r at ri c e s of t h e w a v e n o r m al c o n e f o r o r di n a r y r a y s. T h u s

t h e  r a di ati o n  c o n e  i s  o bt ai n e d  f o r  o r di n a r y  r a y s  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  i n  t h e

 eff e ct i n a n i s ot r o pi c m e di u m. T h e s u b st a nti al diff e r e n c e

f r o m  a n  i s ot r o pi c  m e di u m  i s  r el at e d  t o  t h e  p ol a ri z ati o n  of  li g ht  a n d  t h e

di st ri b uti o n  of  i nt e n sit y,  d e p e n di n g  o n  it.  T hi s  w a s  n ot  t a k e n  i nt o  a c c o u nt

i n  t h e  c o n st r u cti o n.

F r o m Fi g. 4 it i s n ot diffi c ult t o d et e r mi n e t h e m a g nit u d e of t h e t h r e s h ol d

v el o cit y. W h e n t h e v el o cit y di mi ni s h e s, t h e di st a n c e s b et w e e n p oi nt s A d e-

c r e a s e. T h e t h r e s h ol d c a s e a ri s e s w h e n p oi nt A 0  o c c u pi e s t h e p o siti o n of 

o n t h e s u rf a c e of t h e s p h e r e. ( T hi s c a s e i s d e pi ct e d s e p a r at el y i n Fi g. 4 a.) At

l o w e r v el o citi e s, o n e of t h e s p h e r e s li e s c o m pl et el y wit hi n t h e ot h e r a n d t h e y

d o  n ot  h a v e  a  c o m m o n  e n v el o p e.  I n  t h e  t h r e s h ol d  c a s e,  t h e y  h a v e  o nl y  a

c o m m o n  p oi nt  of  t a n g e n c y T h u s  e vi d e ntl y ( c/ n)  t 3 =   i. e.   =

c/ n. T h e c o n e of w a v e n o r m al s i s c o m p r e s s e d i n t h e di r e cti o n of v el o cit y v,

a n d t h e w a v e c o n e t r a n sf o r m s i nt o a pl a n e p e r p e n di c ul a r t o t h e a xi s of m o-

ti o n  at  p oi nt   ( Fi g.  4 a).

T h e  H u y g e n s  p ri n ci pl e  c a n  al s o  b e  a p pli e d  i n  a  si mil a r  w a y  t o  o bt ai n  a

w a v e c o n e f o r t h e e xt r a o r di n a r y r a y s ( Fi g. 5). T h e diff e r e n c e c o n si st s i n t h at

s u rf a c e s  of  r a y s a n d   i n st e a d  of  s p h e r e s  a r e  pl ott e d  a r o u n d

p oi nt s A 3 , A2 , a n d A1 . T h e c o n e e n v el o pi n g t h e s u rf a c e s wit h a n a p e x at A0
i s n ot ci r c ul a r i n t h e c a s e s h o w n i n Fi g. 5. T h e g e n e r at ri c e s of t hi s w a v e c o n e

 a n d   li e  i n  t h e  pl a n e  of  t h e  d r a wi n g.  T h e  li n e s  p e r p e n di c ul a r  t o

t h e m,  f o r  i n st a n c e  A3 D  a n d  A 3 D’  d et e r mi n e  t h e  w a v e  n o r m al s,  a n d  t h ei r

l e n gt h  i s  p r o p o rti o n al  t o  t h e  p h a s e  v el o citi e s.  T h e  v e ct o r s  d r a w n  f r o m  A 3

t o t h e p oi nt s of t a n g e n c y A3 F a n d A 3 F’ i n di c at e t h e c o r r e s p o n di n g di r e cti o n s

* Stri ctl y s p e a ki n g,  s u c h  a n  a n al y si s  pr e s u p p o s e s  t h at  t h er e  i s  a  s u p er p o siti o n  of  m o n o-

c hr o m ati c  w a v e s.  E a c h  p oi nt  of  t h e  tr aj e ct or y  s h o ul d,  t h er ef or e,  b e  r e g ar d e d  a s  a  s o ur c e

of  s u c h  w a v e s  e mitt e d  f or  a n  i nfi nit el y  l o n g  ti m e.  A ct u all y,  it  i s  o nl y  t h e  s u m m ati o n  of

w a v e s of v a ri o u s f r e q u e n c y t h at p r o d u c e s a li g ht i m p ul s e w h e n t h e p a rti cl e p a s s e s

t h r o u g h  a  gi v e n  p oi nt.  H e n c e,  t h e r e  e xi st s,  of  c o u r s e,  n ot  o n e,  b ut  a n  u nli mit e d

m ultit u d e of w a v e s u rf a c e s f o r a gi v e n f r e q u e n c y. T h e o n e t h at i s g e n e r all y pl ott e d i s

si n gl e d  o ut  o nl y  b y  it s  p a s s a g e  t hr o u g h  t h e  i n st a nt a n e o u s  p o siti o n  of  t h e  p arti cl e  ( w hi c h

w e s h all t e r m t h e w a v e c o n e).
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Fi g. 5. Fi g. 5 a.

of  r a y s,  w hi c h,  a s  s e e n  f r o m  Fi g.  5,  d o  n ot  c oi n ci d e  wit h  t h e  w a v e  n o r-

m al s.  It  c a n  al s o  b e  s e e n  f r o m  t h e  d r a wi n g  t h at  t h e  di r e cti o n  of  a n  e xt r a-
”

o r di n a r y r a y f o r t h e V a vil o v- C e r e n k o v r a di ati o n i n a c r y st al m a y e v e n c o n-

stit ut e  a n  o bt u s e  a n gl e  wit h  t h e  di r e cti o n  of  v el o cit y  ( di r e cti o n  A 3 F’  i n

Fi g. 5).

It i s n ot diffi c ult t o d et e r mi n e t h e m a g nit u d e of t h e t h r e s h ol d v el o cit y f o r

t h e  a p p e a r a n c e  of  e xt r a o r di n a r y  r a y s  i n  t h e  V a vil o v- C e r e n k o v  r a di ati o n,

w hi c h, g e n e r all y s p e a ki n g, diff e r s f r o m t h r e s h ol d v el o cit y f o r o r di n a r y r a y s.

T h e  t h r e s h ol d  c a s e  o c c u r s  w h e n  t h e  v el o cit y  di mi ni s h e s  t o  s u c h  a n  e xt e nt

t h at  p oi nt  A,  c oi n ci d e s  wit h  p oi nt I n t hi s c a s e all t h e s u rf a c e s of t h e

r a y s  li e  wit hi n  e a c h  ot h e r  a n d  h a v e  a  c o m m o n  p oi nt  of  t a n g e n c y  It

c a n  b e  s e e n  f r o m  Fi g.  5  o r  5 a  s h o wi n g  a  t h r e s h ol d c ase t h at  t h e  t h r e s h ol d

v al u e  i s  v  = ν Ο = u’. T h e  w a v e  c o n e  t h e n  t r a n sf o r m s  i nt o  pl a n e 

a n d  t h e  w a v e  n o r m al  f o r m s  a n  a n gl e α wit h  di r e cti o n ν. B y  t r a ci n g  w h at

h a p p e n s t o t h e c o n e of w a v e n o r m al s (it s g e n e r at ri c e s a r e A 3 D a n d A 3 D’ i n

Fi g. 5) d u ri n g a d e c r e a s e i n v el o cit y, i. e., w h e n p oi nt A,, a p p r o a c h e s  it

i s n ot diffi c ult t o p r o v e t h at it i s c o m p r e s s e d n ot i n di r e cti o n ν b ut i n di r e c-

ti o n  A3 D ”.  H e n c e,  i n  a  t h r e s h ol d  c a s e  i n  E q.  ( 4),  it  m a y  b e  a s s u m e d  t h at

n ot Q = o b ut Q = α. T h e n  E q.  ( 4)  p r o d u c e s ( v n/ c) c o s α = I, i. e.,  a ct u all y

ν =  c/ n c o s α =  u’.

It  i s  w o rt h  r e c alli n g  t h at  wit h  t h e  ai d  of  Fi g s. 4  a n d  5  w e  h a v e  d et e r-

mi n e d t h e t h r e s h ol d of a p p e a r a n c e of li g ht of s o m e gi v e n f r e q u e n c y ω. T h e

v el o cit y  at  w hi c h  r a di ati o n  g e n e r all y  a p p e a r s  i s  d et e r mi n e d  b y  a  mi ni m al

m a g nit u d e  of  w a v e  v el o cit y  of  w a v e s  al o n g  t h e  r a y,  n a m el y u’ = u’ mi n i n a

gi v e n  m e di u m  f or  a  r a y  dir e ct e d  al o n g  t h e  m oti o n.  F or  fr e q u e n c y   f or  w hi c h

t h e v el o cit y of t h e w a v e s al o n g t h e r a y d o e s n ot d e p e n d o n f r e-

q u e n c y  a n d  i s  t h u s  e q u al  t o  t h e  g r o u p  v el o cit y.  H e n c e,  w e  a g ai n  c o m e  t o

t h e c o n cl u si o n t h at t h e t h r e s h ol d i s r el at e d t o t h e g r o u p v el o cit y.
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T h e  a n al y si s  of  r a di ati o n  of  a  s y st e m  p o s s e s si n g  a  n at u r al  f r e q u e n c y  of

o s cill ati o n s ω ο , m a y  al s o  b e  a p pli e d  t o  t h e  c a s e  of  a n  o pti c all y  a ni s ot r o pi c

m e di u m.  T h e  s a m e  p e c uli ariti e s  ar e  m a nif e st e d  h er e  a s  r ef err e d  t o  i n  c o n n e c-

ti o n  wit h  t h e   r a di ati o n.  T h e  c o n n e cti o n  b et w e e n ω, Q, v,

a n d ω ο i s  d et e r mi n e d,  a s  b ef o r e,  b y  t h e  s a m e  E q s.  ( 5)  a n d  ( 6)  a s  i n  a n  i s o-

t r o pi c m e di u m, b ut n o w q u a ntit y n r ef e r s t o t h e di r e cti o n of a w a v e n o r m al

at a n a n gl e Q t o  t h e  v el o cit y.

T h e d e p e n d e n c e of n o n t h e di r e cti o n l e a d s t o t h e f a ct t h at t h e c o n n e cti o n

b et w e e n Q a n d  t h e  f r e q u e n c y  of  r a di ati o n ω at  p r e s et  n at u r al  f r e q u e n c y ω Ο

a n d  v el o cit y ν i s  n ot  el e m e nt a r y.  T o  fi n d Q, u s e c a n b e m a d e of t h e g r a p hi c

m et h o d  s u g g e st e d  b y  V.  E.  P af o m o v 1 6 f o r a n al y si n g t h e 

eff e ct i n c r y st al s, a p pl yi n g it t o t h e c a s e of a n a r bit r a r y ω Ο ( s e e  Fi g.  6).  T h e

fi g u r e  s h o w s  a  s e cti o n  of  a  s u rf a c e  of  w a v e  v e ct o r s  =   f o r  t h e

gi v e n ω i n  t h e  c a s e  of  e xt r a o r di n a r y  r a y s  i n  a  u ni a xi al  c r y st al.  T h e  s u rf a c e

i n di c ati n g  t h e  d e p e n d e n c e  o n  t h e  di r e cti o n  of  v e ct o r s   (t h e y  a r e  o ri e nt e d

al o n g  t h e  n o r m al  t o  t h e  w a v e)  diff e r s  f r o m  t h at  of  r ef r a cti o n  i n di c e s  o nl y

b y a c o n st a nt f a ct o r  ( w e c o n si d e r m a g nit u d e  a s p r e s c ri b e d). T h u s, f o r

Fi g.  6.
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a u ni a xi al c r y st al, t h e s u rf a c e r e p r e s e nt s a n elli p s oi d of r ot ati o n. L et u s a s-

s u m e t h at a xi s  i s t h e di r e cti o n of m oti o n of t h e e mitt e r. L et u s pl ot o n

a xi s   s e g m e nt  O A  of  l e n gt h   w hi c h  e q u al s  or   d e p e n di n g  o n

w h et h e r t h e a n al y si s d e al s wit h t h e V a vil o v- C e r e n k o v eff e ct, t h e D o p pl e r

o r di n a r y eff e ct, o r t h e D o p pl e r s u p e r-li g ht eff e ct. T h e n

At p oi nt A w hi c h i s t h e e n d of b w e  s h all  pl ot  pl a n e a   p er p e n di c ul ar  t o  a xi s

of  s o m e  c o n e  wit h  t h e  a p e x  at  O.  T h e  g e n er atri c e s  of  t hi s  c o n e  O C  a n d  O C’

li e  i n  t h e  pl a n e  of  t h e  fi g ur e.  T h e  c o n e  d efi n e s  t h e  m a g nit u d e  a n d  dir e cti o n

of v e ct or s   f or  li g ht  of  fr e q u e n c y   a p p e ari n g  i n  t h e  c a s e  u n d er  c o n si d er a-

ti o n, i. e. f o r t h e gi v e n ki n d of r a di ati o n wit h p r e s et  a n d v.

I n d e e d,  a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  Fi g.  6,  O A  = b i s  a  p r oj e cti o n  of  v e ct o r

O C  o r  O C’, i.e. of  v e ct o r k  =   H e n c e

B y s u b stit uti n g t h e v al u e s of b f r o m ( 1 4), ( 1 5), o r ( 1 6) w e o bt ai n i d e nti c al

e q u ati o n s  ( 4),  ( 5),  o r  ( 6).

It c a n b e s e e n f r o m Fi g. 6 t h at t h e c o n e of w a v e n o r m al s m a y a ct u all y

b e n ot o nl y a s y m m et ri c, b ut, a s h a s al r e a d y b e e n m e nti o n e d, a xi s  m a y

e v e n li e o ut si d e t h e c o n e.

Pl a n e a   d o e s  n ot  al w a y s  cr o s s  t h e  s urf a c e  of   T hi s  c orr e s p o n d s  t o  t h e

e vi d e nt f a ct t h at n ot e v e r y f r e q u e n c y i s r a di at e d f o r gi v e n  a n d  If 

=   =  O A’  ( s e e  Fi g.  6),  t h e  pl a n e  t o u c h e s  t h e  s u rf a c e  a n d,  c o n s e q u e ntl y

b’ =  O A’  i s  a  b o u n d ar y  f or  t h e  a p p e ar a n c e  of  t h e  gi v e n  fr e q u e n c y  i n t h e

s p e ctr u m.  V e ct or k, i. e. t h e w a v e n or m al, c oi n ci d e s i n t hi s c a s e wit h O B. It

c a n b e e a sil y pr o v e d t h at it f or m s a n gl e α  wit h t h e dir e cti o n of v el o cit y, a n d
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wit h  t hi s,  a n gl e Θ = α i s  i n s e rt e d  i n  E q.  ( 3),  w e  o bt ai n  t h e  f oll o wi n g

g e n e r al c o n diti o n f o r v el o cit y ν Ο r e q ui r e d f o r t h e a p p e a r a n c e of f r e q u e n c y ω

w h e r e u’ i s t h e v el o cit y of t h e w a v e s al o n g a xi s   ( p o siti v e  o r  n e g ati v e,  i. e.

di r e ct e d al o n g  o r o p p o sit e t o it). I n a s p e ci al c a s e of t h e V a vil o v- C e r e n k o v

r a di ati o n, ω Ο =  o.

R a di ati o n of a s y st e m p o s s e s si n g a n at u r al f r e q u e n c y of o s cill ati o n s a n d

m o vi n g i n a n o pti c all y a ni s ot r o pi c m e di u m w a s fi r st st u di e d b y K. A. B a r-

s u k o v  a n d  A.  A.  K ol o m e n s k y
1 7 .  T h e y el u ci d at e d a n u m b e r of p e c uli a riti e s

of r a di ati o n r el at e d t o t h e p r e s e n c e of o r di n a r y a n d e xt r a o r di n a r y r a y s a n d

t h e si g nifi c a nt r ol e of w a v e p ol a ri z ati o n.

It i s hi g hl y i nt e r e sti n g t h at t hi s s e e mi n gl y m o r e c o m pl e x c a s e a p p e a r s t o

p r e s e nt  e v e n  n o w  s o m e  i nt e r e st  f r o m  a n  e x p e ri m e nt al  p oi nt  of  vi e w.  B a r-

s u k o v a n d K ol o m e n s k y m a d e a s p e ci al st u d y of r a di ati o n of r a di o w a v e s i n

t h e i o n o s p h e r e w hi c h b e h a v e s li k e a n o pti c all y a ni s ot r o pi c m e di u m u n d e r

t h e a cti o n of t h e e a rt h’ s m a g n eti c fi el d. It i s i m p o rt a nt t h at t hi s m e di u m p o s-

s e s s e s st r o n g di s p e r si o n at s o m e r a n g e of f r e q u e n ci e s a n d t h at t h e c o m pl e x

D o p pl e r eff e ct i s p o s si bl e i n it. K ol o m e n s k y a n d B a r s u k o v h a v e p oi nt e d o ut

t h at t hi s p h e n o m e n o n m a y t a k e pl a c e i n t h e c a s e of r a di o w a v e s of a p p r o-

p ri at e  f r e q u e n c y,  t r a n s mitt e d  b y  a n  a rtifi ci al  e a rt h  s at ellit e  m o vi n g  i n  t h e

i o n o s p h e r e. T h e y f o u n d t h at t h e D o p pl e r s hift of f r e q u e n c y of t h e o r d e r of

t e n t o a h u n d r e d c y cl e s p e r s e c o n d s h o ul d b e a c c o m p a ni e d i n t hi s c a s e b y

s plitti n g  of  t h e  r a di at e d  f r e q u e n c y  i nt o  c o m p o n e nt s  of  s e v e r al  h u n d r e dt h s

of a c y cl e p e r s e c o n d a p a rt. A p p a r e ntl y, wit h a w ell- st a bili z e d f r e q u e n c y of

t h e t r a n s mitt e r, s u c h s plitti n g c o ul d b e d et e ct e d.

I h a v e ai m e d t o p r o v e i n m y l e ct u r e t h at t h e r e i s a wi d e r a n g e of p r o bl e m s

r el at e d t o t h e r a di ati o n of s o u r c e s of li g ht, m o vi n g i n r ef r a cti v e m e di a. R a-

di ati o n  of  a n  el e ct ri c  c h a r g e  m o vi n g  at  s u p e r-li g ht  v el o cit y  i n  a n  i s ot r o pi c

m e di u m, i. e. t h e e x p e ri m e nt all y i n v e sti g at e d c a s e of t h e V a vil o v- C e r e n k o v

eff e ct,  i s,  i n  e s s e n c e,  b ut  a  s p e ci al,  t h o u g h  a  hi g hl y  i nt er e sti n g  i n st a n c e  i n  t hi s

r e al m of p h e n o m e n a.



4 6 8 1 9 5 8     I .  M . F  R  A  N  K

1 . P. A.   D o kl.  A k a d.  N a u k  S S S R, 2 ( 1 9 3 4)  4 5 1.

S.  I.  V a vil o v, D o kl.  A k a d.  N a u k  S S S R,  2 ( 1 9 3 4)  4 5 7.

P. A.  Tr. Fi z. I nst. A k a d. N a u k S S S R i m. P. N. Le be de v a, 2, N o. 4. ( 1 9 4 4)

2 . I.  E.  T a m m  a n d  I.  M.  F r a n k, D o kl.  A k a d.  N a u k  S S S R, 1 4  ( 1 9 3 7)  1 0 7.

3. V.  L.  Gi n z b u r g, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., I O ( 1 9 4 0)  5 8 9.

4 . I.  M.  F r a n k, I z v.  A k a d.  N a u k  S S S R,  Ser.  Fi z.,  6  ( 1 9 4 2)  3;  J.  P h ys.  U S S R,  7  ( 1 9 4 3)

4 9.
5. I. M. F r a n k, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z.,  3 6  ( 1 9 5 9)  8 2 3  ;  J oi nt  I nst.  N u cl.  Res., P- 2 3 7

( 1 9 5 8).
6 . E.  F e r mi, P h y s.  R e v.,  5 7  ( 1 9 4 0)  4 8 5.

7. I. M. F r a n k, V a vil o v Me m ori al S y m p osi u m, U S S R A c a d e m y of S ci e n c e s P u bli s hi n g

H o u s e, M o s c o w, 1 9 5 2.

8.  B.  M.  B ol ot o v s k y, Us p.  Fi z.  N a u k,  6 2  ( 1 9 5 7) 2 0 1.

9.  V.  L.  Gi n z b u r g  a n d  I.  M.  F r a n k, D o kl.  A k a d.  N a u k  S S S R, 5 6  ( 1 9 4 7)  6 9 9.

1 0 . V. L. Gi n z b u r g a n d V. Y. Ei d m a n, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., 3 5  ( 1 9 5 8)  1 5 0 9.

L.  S.  B o g d a n k e vi c h, Z h.  T e k h n.  Fi z.,  2 9  ( 1 9 5 9) 1 0 8 6.

1 1 . V. L. Gi n z b u r g a n d I. M. F r a n k, Z h. E ks peri m. i Te or. Fi z., 1 6 ( 1 9 4 6) 1 5 ; J.  P h ys.

U S S R,  9  ( 1 9 4 5)  3 5 3.
1 2 . G.  M.  G a ri b y a n, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., 3 3  ( 1 9 5 7) 1 4 0 3.

V.  E.  P af o m o v, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., 3 6  ( 1 9 5 9)  6.

1 3.  V.  L.  Gi n z b u r g, Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., 1 0 ( 1 9 4 0)  6 0 8; J.  P h y s.  U S S R, 3  ( 1 9 4 0)

1 0 1.

1 4.  V.  L.  Gi n z b u r g  a n d  I.  M.  F r a n k, D o kl.  A k a d.  N a u k  S S S R, 5 6  ( 1 9 4 7)  5 8 3.

1 5. I.  M.  F r a n k, Us p.  Fi z.  N a u k, 3 0  ( 1 9 4 6)  1 4 9.

1 6. V. E. P af o m o v, T hesis,  P h ysi c al  I ns tit ute  of  t he  U S S R  A c a de m y  of  S cie n ces,  M os c o w,

1 9 5 7;  Z h.  E ks peri m.  i  Te or.  Fi z., 3 2  ( 1 9 5 7)  3 6 6; 3 7  ( 1 9 5 9)  N O .  6.

1 7.  K.  A.  B a r s u k o v  a n d  A.  A.  K ol o m e n s k y, Z h.  T e k h n.  Fi z., 2 9  ( 1 9 5 9)  9 5 4.

1 8. J. V. J ell e y,  R a di ati o n a n d its A p pli c ati o ns, P e r g a m o n  P r e s s,  1 9 5 8.




